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Kurzfassung
Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Ableitung von Fahrstrategien fu¨r komplexe
Verkehrsszenarien mit beliebig vielen Fahrzeugen und Hindernissen.
Im ersten Teil wird zuna¨chst die Frage nach dem letztmo¨glichen Kollisionsvermei-
dungsmano¨ver im Einzelobjektszenario untersucht. Nachdem eingangs lediglich zwi-
schen Lenken und Bremsen unterschieden wird, wird anschließend mit erreichbaren
Aufenthaltskreisen eine neue Darstellungsform vorgestellt, die die Gesamtheit aller
Trajektorien, also auch kombinierte, zeitlich vera¨nderliche Lenk- und Bremseingriﬀe
abbilden kann, ohne explizit einzelne Mano¨ver betrachten zu mu¨ssen. Mittels die-
ser Darstellung la¨sst sich das letztmo¨gliche kollisionsvermeidende Mano¨ver berechnen
und sicherstellen, dass kein noch spa¨teres Mano¨ver in der Anna¨herung zum Hindernis
unter den gegebenen Randbedingungen existiert. Fu¨r dieses Mano¨ver ist ein kombi-
nierter Brems-Lenkeingriﬀ erforderlich. Die beno¨tigte Aufteilung zwischen Bremsen
und Lenken wird analytisch hergeleitet.
Im Anschluss wird im zweiten Teil das reine Kollisionsvermeidungsmano¨ver zu einem
vollsta¨ndigen Ausweichmano¨ver im Sinne eines Spurwechsels erweitert. Eine alterna-
tive Trajektorie gegenu¨ber den gebra¨uchlichen wird vorgeschlagen.
Nachfolgend wird im dritten Teil das Einzelobjektszenario auf beliebig viele Objekte
erweitert. Dazu werden zwei neuartige Verfahren beschrieben, die insbesondere im
Hinblick auf Verkehrsszenarien geeignet sind, kollisionskritische Situationen zu erken-
nen. Das erste Verfahren baut auf den eingangs eingefu¨hrten Aufenthaltskreisen auf,
wobei sich jedoch deutliche, verfahrensinha¨rente Schwa¨chen zeigen, die zu einer mas-
siven U¨berabscha¨tzung fu¨hren und keine zuverla¨ssige und belastbare Trajektorien-
planung ermo¨glichen. Daher wird im Anschluss ein alternatives Verfahren hergeleitet.
Durch die einzufu¨hrende kinematische Konﬁguration la¨sst sich die Bewegungsmo¨g-
lichkeit des Fahrzeugs wa¨hrend der Propagation deutlich scha¨rfer eingrenzen und auf
deren Basis eine fahrphysikalisch realisierbare, kollisionsfreie Trajektorie berechnen.
Beide Verfahren werden mittels Beispielen demonstriert.
Abschließend wird die implementierte Simulationsumgebung vorgestellt und die vor-
liegende Arbeit mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick beendet.
Schlagworte: Kollisionsvermeidung - Aufenthaltsgebiet - Propagation - Passierungs-
tor - Trajektorienplanung
I

Abstract
The present work deals with the derivation of driving strategies for complex traﬃc
scenarios with any number of vehicles and obstacles.
In the ﬁrst part the question about the last collision avoidance maneuver is exami-
ned for a single object scenario. Initially, it is only distinguished between steering
and braking intervention. Subsequently, so-called location circles introduce a new
representation theory which regard the entirety of all possible trajectories without
concerning single maneuvers. Hence, combined, time-varying steering and braking in-
terventions are included implicitly. By means of this representation the last possible
collision avoidance maneuver can be calculated and it ensures that no later maneu-
ver exists under the given boundary conditions during the approach to the obstacle.
This maneuver requires a combined braking and steering intervention, its braking and
steering parts are derived analytically.
In the second part the maneuver for sole collision avoidance is extended to a complete
avoidance maneuver in accordance to a lane change. An alternative trajectory opposite
to common and well-known trajectories is proposed.
Subsequently, the single object scenario is extended to any number of objects in the
third part. For this, two novel methods are described, which are particularly suita-
ble for traﬃc scenarios to identify critical collision constellations. The ﬁrst method
extends the initially introduced location circles to arbitrary areas. Unfortunately, a
massive and unavoidable over-estimation arises caused by method weaknesses which
result in a not-reliable trajectory planning. Therefore, an alternative method is pro-
posed in the following to eliminate the fundamental ﬂaws of the ﬁrst method. The
kinematic conﬁguration is introduced which represents velocity information during
the propagation process. As a consequence, the possible movement of the vehicle
can be described signiﬁcantly sharper over time. This leads to a much more reliable
collision-free trajectory planning. Both methods are compared against each other by
examples.
Finally, the simulation environment is presented and this work completes with a
summary and an outlook.
Key words: collision avoidance - location area - propagation - passing gate - trajec-
tory planning
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1 Einleitung
In den 1990er Jahren wurde von der schwedischen Regierung die
”
Vision Zero“ fu¨r
den Straßenverkehr mit dem Ziel ausgesprochen, null Verkehrstote und null Schwer-
verletzte bis zum Jahr 2015 zu erreichen [Va¨g03]. Dies mag utopisch klingen. Dennoch
beschreibt es die Philosophie, die seitdem immer sta¨rker verfolgt wird. Der Mensch
als Fahrer macht von Natur aus Fehler. Diese fu¨hren zwar nicht zwangsla¨uﬁg zu ei-
nem Unfall, sollte dies aber dennoch geschehen, so sollte er mit einem geeigneten
Eingriﬀ eines Sicherheitssystem vor diesem Unfall bewahrt oder zumindest die Fol-
gen auf ihn minimiert werden. Es existieren mittlerweile zahlreiche Assistenzsyste-
me in den verschiedensten Entwicklungsstufen, von Serienreife seit etlichen Jahren,
beispielsweise ABS und ESP [Rob03], u¨ber aktuelle Markteinfu¨hrungen, wie z. B.
Fußga¨nger-Airbags [Aut12] bis hin zu Gegenstand der Forschung, z. B. ein Notaus-
weichsystem [Sta¨07]. In [Bec06] ﬁndet sich eine einfache Klassiﬁzierung der unter-
schiedlichen Systeme in aktive und passive, Komfort- und Sicherheitssysteme, die in
Bild 1.1 dargestellt ist.
Bild 1.1: Einteilung von Assistenzsystemen [Bec06]
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1 Einleitung
Je sta¨rker die Systeme dabei in der Fahraufgabe unterstu¨tzen, desto sicherer und zu-
verla¨ssiger mu¨ssen sie arbeiten. Insbesondere an die Sensorik werden an dieser Stelle
große Anforderungen gestellt. Sollen die Systeme selbst die Verantwortung in der
Fahrzeugfu¨hrung u¨bernehmen, so sind extrem niedrige Fehlauslo¨seraten no¨tig. Aus
diesem Grund ist die vollsta¨ndige und dauerhafte U¨bernahme der Fahraufgabe im o¨f-
fentlichen Verkehr durch ein autonom arbeitendes System zurzeit noch nicht mo¨glich,
es werden aber zunehmend einzelne Fahraufgaben automatisiert, wie beispielsweise
in der Quer- und La¨ngsfu¨hrung [Win12].
Neben der sensorischen Herausforderung ist die Planung der Fahraufgabe ein wei-
terer wesentlicher Punkt. Fu¨r einzelne Szenarien ist sie relativ leicht zu kla¨ren, wie
beispielsweise bei einer automatischen Notbremsung vor einem einzeln voraus liegen-
den Hindernis. Sobald aber komplexe Szenarien mit mehreren beteiligten Objekten
zu beru¨cksichtigen sind und neben der La¨ngsfu¨hrung auch eine Querfu¨hrung erfor-
derlich ist, ergibt sich die neue Aufgabe der Trajektorienplanung. Die Ableitung von
Fahrstrategien in solchen komplexen Situationen ist Kern dieser vorliegenden Arbeit.
Aus diesem Grund sollen zuna¨chst bekannte Verfahren zur Bahn- und Trajektorien-
planung in dynamischer Umgebung vorgestellt werden.
In [Bra05] wird ein Planungsalgorithmus vorgestellt, der die La¨ngs- und Querfu¨hrung
miteinander verbindet. Dazu wird ein
”
elastisches Band“ vor dem Fahrzeug herge-
schoben, das aus virtuellen Federn zusammengesetzt ist. Dieses elastische Band wird
durch quer verlaufende virtuelle Federn seitlich zu den beiden Fahrbahnra¨ndern hin
eingespannt. Den Hindernissen und u¨brigen Fahrzeugen, sowie den Fahrbahnra¨ndern
werden ein abstoßendes Potenzial zugeordnet, das auf die Knotenpunkte des elasti-
schen Bands wirkt und dieses entsprechend zur einen oder anderen Seite verschiebt.
Anhand dieser Verformung und der potenziellen Energie in den Federn lassen sich aus
den Verknu¨pfungspunkten zwischen den virtuellen Federn Steuerungsgro¨ßen berech-
nen.
Der Potenzialansatz ist nicht neu, u. a. wurde bereits in [Rei94] und [Ros04] mithilfe
eines virtuellen Potenzialfelds der Versuch unternommen, ein Fahrzeug mittels an-
und abstoßender Kra¨fte durch ein ku¨nstliches Potenzialgebirge zu fu¨hren, das u¨ber der
Fahrbahn und dem Fahrzeug generiert wird. Die Idee geht dabei auf [Kha86] zuru¨ck,
der es fu¨r die kollisionsfreie Bewegungsplanung von Robotern vorgeschlagen hat. Die
Kra¨fte zur Fu¨hrung werden dabei aus den Gradienten des Potenzialfelds berechnet.
Dies stellt letztlich auch die Problematik des Verfahrens dar, denn die Bewegung wird
durch die Vorgabe des Potenzialfelds erzeugt. Wird dabei der Gradient zu niedrig
gewa¨hlt, so kann es passieren, dass das Fahrzeug zwar vor einem Hindernis zur Seite
weicht, die Bewegung aber dennoch zu schwach ist und es mit diesem kollidiert.
Daru¨ber hinaus besteht die Gefahr, dass sich lokale Minima ausbilden, aus denen sich
das Fahrzeug nicht mehr heraus bewegen kann. Durch Einfu¨hrung einer virtuellen
Masse und der damit verbundenen Tra¨gheit versucht [Gul97] die sich ergebene Bahn
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zu gla¨tten und eventuell entstehende Oszillationen mittels einer virtuellen Reibung
zu da¨mpfen. Details zum Algorithmus ﬁnden sich in [Lat91].
In [Shi98a] wird das Konzept der
”
Velocity Obstacles“ eingefu¨hrt. Dazu werden die
Hindernisse als Kreise betrachtet und durch deren Ausdehnung sogenannte Kollisions-
kegel aufgespannt, sodass die Spitze im Ort des Egoobjekts zusammen la¨uft. Anschlie-
ßend wird dieser Kegel um den Geschwindigkeitsvektor des Hindernisses in der Ebene
vom Egoobjekt aus verschoben. Weist der Geschwindigkeitsvektor des Egoobjekts
nun in diesen Kegel, so kommt es zu einer Kollision, d. h. der Geschwindigkeitsvektor
muss so verschoben werden, dass er nicht mehr innerhalb dieses Kegels liegt. Aus dem
Abstand zum Rand des Kegels la¨sst sich die no¨tige A¨nderung ablesen, die jedoch nicht
instantan mo¨glich ist, sondern nur im Rahmen der kinematischen Vorgaben erfolgen
kann. Das Verfahren la¨sst sich problemlos um zusa¨tzliche Objekte erga¨nzen, indem
deren Kollisionskegel, die sich auch teilweise u¨berdecken ko¨nnen, ebenfalls beru¨cksich-
tigt werden. Nachteilig an dem Verfahren ist, dass nicht von vornherein erkennbar ist,
ob eine Kollision vermieden werden kann, sondern dies nur iterativ durch die diskrete
Entwicklung des Szenarios und die A¨nderung der Geschwindigkeitsrichtung u¨berpru¨ft
werden kann.
In [Lat91] ﬁnden sich noch weitere Bewegungsplanungsalgorithmen, die jedoch nur
auf nicht bewegten Objekte funktionieren, wie
”
Exact Cell Decomposition“, das ein
sehr einfaches Verfahren darstellt, indem die Eckpunkte der Hindernisse miteinander
verbunden werden und einen Graphen aufspannen. Die Bewegungsplanung stellt nun
die Suche des ku¨rzesten Pfads in diesem Graphen vom Start- zum Zielpunkt dar.
Daru¨ber hinaus gibt es weitere Ansa¨tze, zur Berechnung eines geeigneten kollisions-
freien Pfads vor nur einem voraus liegenden Hindernis. Darauf wird in den beiden
nachfolgenden Kapiteln detaillierter eingegangen.
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2 Ideale Kollisionsvermeidung fu¨r ein
einzelnes Hindernis
Eingangs soll die Frage des letztmo¨glichen, fahrbaren Mano¨vers zur Kollisionsvermei-
dung mit einem einzelnen voraus liegenden Hindernis diskutiert werden. Dazu wird
zuna¨chst mit einem einfachen Ansatz begonnen, um die grundsa¨tzlichen Erkenntnisse
zur letztmo¨glichen Kollisionsvermeidung und des beno¨tigten Mano¨vers herzuleiten.
2.1 Bekannte Kollisionsvermeidungs- und
Ausweichmano¨ver
Lange Zeit war unter Fachleuten die Meinung verbreitet, dass ein unverzo¨gerter Aus-
weichvorgang stets einen ku¨rzeren Weg beno¨tigt als ein Bremsvorgang und diesem
daher zur Kollisionsvermeidung vorzuziehen ist. Dies wurde in [Wie82] widerlegt,
indem der Lenkeingriﬀ unter Vernachla¨ssigung sa¨mtlicher fahrphysikalischer Rand-
bedingungen als eine Bewegung mit maximaler Beschleunigung quer zur urspru¨ngli-
chen Bewegungsrichtung und der Bremsvorgang als maximale Verzo¨gerung la¨ngs der
Bewegungsrichtung angenommen wurde. Es konnte gezeigt werden, dass fu¨r niedri-
ge Geschwindigkeiten ein konstanter Bremseingriﬀ unter Ausnutzung des maximalen
Kraftschlusses weniger Weg beno¨tigt, also na¨her vor dem Hindernis erfolgen kann
als ein Lenkeingriﬀ. Anhand des gleichen Bewegungsmodells schlug [All87] eine al-
ternative Darstellung vor, in der die Zeit bis zur Kollision in Abha¨ngigkeit von der
Relativgeschwindigkeit aufgetragen wird. Von entscheidender Bedeutung ist daher
die Beantwortung der Frage, in welchen Fa¨llen ein Lenkeingriﬀ und in welchen ein
Bremseingriﬀ als letztes Mano¨ver zur Kollisionsvermeidung zu wa¨hlen ist.
Die intuitive Annahme einer maximalen Querbeschleunigung wird in [Shi98b] noch-
mals bekra¨ftigt. Dort wird das Kollisionsvermeidungsmano¨ver als ein Optimierungs-
problem beschrieben. Unter Vernachla¨ssigung der fahrphysikalischen Randbedingun-
gen ergibt sich als Lo¨sung wiederum die maximale Querbeschleunigung quer zur ur-
spru¨nglichen Bewegungsrichtung. Interessiert nicht nur das letzte Mano¨ver zur Ver-
meidung der Kollision, sondern soll daru¨ber hinaus auch gewa¨hrleistet sein, dass
das Fahrzeug die Fahrbahn nicht verla¨sst und am Ende wieder in die urspru¨ngliche
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Richtung orientiert ist, so ergibt sich das Ausweichmano¨ver im Sinne eines Spur-
wechsels. Sehr ha¨uﬁg wird dafu¨r der doppelte Kreisbogen angesetzt, so bestimmen
z. B. [Kop00], [Ame02] und [Dit03] den letztmo¨glichen Punkt der Kollisionsvermei-
dung anhand einer Kreisbahn, deren Radius sich aus dem maximal u¨bertragbaren
Kraftschluss ergibt.
Diese Ansa¨tze gehen von einer konstanten Geschwindigkeit aus, also dass das Mano¨-
ver ausschließlich durch einen Lenkeingriﬀ gefahren wird. Hingegen werden in [And97]
Simulationen zum kombinierten Lenken und Bremsen fu¨r gewa¨hlte Beschleunigungs-
proﬁle durchgefu¨hrt und einander gegenu¨ber gestellt. In [Mar00] wird eine Regelungs-
vorschrift hergeleitet, die mittels eines kombinierten Brems-Lenkeingriﬀs den mittle-
ren Radius der gefahrenen Strecke minimiert. Dabei wird das Fahrzeug am maximalen
Kraftschluss gefu¨hrt und durch die Reduktion der Geschwindigkeit la¨sst sich der Kur-
venradius bei gleicher Querbeschleunigung verringern. In [Hor04] wird ein Ausweich-
mano¨ver vorgeschlagen, das gezielt die Summe der Radlasten minimieren soll. Die
Validierung mit einem Fahrzeugmodell zeigt dabei interessanterweise einen deutlich
kleineren Schwimmwinkel von mehreren Grad in Abha¨ngigkeit der Gierrate.
2.2 Kollisionsvermeidung durch Bremsen oder
Lenken
Ein Lenkmano¨ver zur Vermeidung einer Kollision mit einem einzelnen Hindernis kann
als optimal bezeichnet werden, wenn unter Ausnutzung der fahrphysikalischen Gren-
zen der Abstand zum Hindernis zu Beginn dieses hochdynamischen Mano¨vers mi-
nimiert wird. Bevor die Frage nach der optimalen Fahrstrategie zur Kollisionsver-
meidung unter fahrdynamischen Randbedingungen beantwortet werden kann, sollen
zuna¨chst einleitend anhand eines einfachen Szenarios und mithilfe eines Massepunkt-
modells ohne Beru¨cksichtigung der Fahrzeuggeometrien grundsa¨tzliche Erkenntnisse
zum Lenken und zum Bremsen gewonnen werden. Dazu wird angenommen, dass ein
Fahrzeug E, im Folgenden auch als Egofahrzeug bezeichnet, mit der Geschwindigkeit
v0 auf ein Hindernis in Form eines stehenden Fahrzeugs V1 auﬀa¨hrt, wie es in Bild 2.1
dargestellt ist. Zur sicheren Kollisionsvermeidung muss das Egofahrzeug auf der longi-
tudinalen Position xH des Hindernisses entweder zum Stehen kommen oder aber eine
laterale Position von yH erreichen. Die folgende Betrachtung ist ohne Weiteres auch
auf konstant bewegte Hindernisse mit der Geschwindigkeit vxV 1 u¨bertragbar. In die-
sem Fall ist lediglich die Relativgeschwindigkeit v0−vxV 1 zwischen beiden Fahrzeugen
zu wa¨hlen.
Das verwendete Bewegungsmodell verzichtet auf eine Beru¨cksichtigung der gegensei-
tigen Beeinﬂussung zwischen La¨ngs- und Querbeschleunigung ax und ay. Daher la¨sst
sich die Bewegung orthogonal in La¨ngs- und Querrichtung zerlegen, sodass die ki-
nematischen Gleichungen fu¨r das Lenken und das Bremsen leicht angegeben werden
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Bild 2.1: Kollisionsszenario
ko¨nnen. Entsprechend dem gewa¨hlten Koordinatensystem des Bilds 2.1 gelten die fol-
genden kinematischen Gleichungen fu¨r die longitudinale und laterale Position x und
y des Egofahrzeugs in Abha¨ngigkeit der Zeit t:
• Lenken (ax = 0):
x = v0t (2.1)
y =
1
2
ayt
2 (2.2)
vx = v0 = const. (2.3)
• Bremsen (ay = 0):
x = v0t+
1
2
axt
2, ax < 0 (2.4)
y = 0 (2.5)
vx = v0 + axt . (2.6)
Die La¨ngsgeschwindigkeit vx bleibt aufgrund des beschriebenen Bewegungsmodells
beim Lenken unvera¨ndert und entspricht der Startgeschwindigkeit v0, beim Brem-
sen nimmt sie mit der gewa¨hlten Verzo¨gerung ax ab. Betrachtet man zuna¨chst den
Lenkvorgang, dann muss sich das Egofahrzeug E auf Ho¨he xH des Hindernisses V1
mindestens um die Distanz yH zur Seite bewegt haben. Eliminiert man die Zeit t in
den Bewegungsgleichungen fu¨r das Lenken (2.1), (2.2), so folgt, dass der Lenkvorgang
in der Entfernung xH,Lenken zum Hindernis beginnen muss:
xH,Lenken = v0
√
2yH
ay
. (2.7)
Fu¨r den Bremsvorgang muss das Egofahrzeug auf Ho¨he des Hindernisses zum Stehen
kommen, d. h. vx = 0 muss erreicht werden. Lo¨st man Gleichung (2.6) nach t auf und
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setzt in (2.4) ein, so ergibt sich der Abstand fu¨r den Beginn des Bremsmano¨vers zu:
xH,Bremsen =
v20
2ax
. (2.8)
Werden nun die Ausdru¨cke (2.7) und (2.8) gleichgesetzt, la¨sst sich die Grenzgeschwin-
digkeit vGrenz ermitteln, bei der ein Wechsel zwischen den beiden letztmo¨glichen Kolli-
sionsvermeidungsmano¨vern stattﬁndet und der im Abstand xGrenz vor dem Hindernis
erfolgt:
vGrenz = 2ax
√
2yH
ay
(2.9)
xGrenz = 4yH
ax
ay
. (2.10)
Ist das Egofahrzeug nun langsamer als die Grenzgeschwindigkeit vGrenz, so muss das
letztmo¨gliche Mano¨ver eine Vollbremsung sein, da xH,Bremsen < xH,Lenken fu¨r v0 <
vGrenz gilt. Ist das Egofahrzeug hingegen schneller, so muss es ein Lenkmano¨ver sein,
da der Hindernisabstand xH,Lenken beim Lenken entsprechend Gleichung 2.7 nur linear
und somit weniger stark mit der Geschwindigkeit zunimmt (xH,Bremsen > xH,Lenken).
In Bild 2.2 sind die Verla¨ufe fu¨r die minimalen Hindernisabsta¨nde fu¨r beide Mano¨ver
qualitativ dargestellt. Der Schnittpunkt, der die Grenzgeschwindigkeit vGrenz markiert,
ist oﬀensichtlich.
Interessant ist, dass sich das Szenario in vier Bereiche unterteilen la¨sst, aus denen
sich das vorzuziehende Kollisionsvermeidungsmano¨ver ablesen la¨sst:
• Bereich 1: Die Kollision ist unvermeidbar.
• Bereich 2: Die Kollision ist nur durch Bremsen zu vermeiden.
• Bereich 3: Die Kollision ist nur durch Lenken zu vermeiden.
• Bereich 4: Die Kollision ist sowohl durch Bremsen als auch durch Lenken zu
vermeiden.
Alternativ zum Hindernisabstand xH la¨sst sich die Zeit tttc bis zur Kollision mit dem
Hindernis, die ha¨uﬁg als TTC (Time-to-Collision) bezeichnet wird, betrachten. Diese
ergibt sich aus der Bewegungsgleichung des Lenkens (2.2) bis zum Erreichen der
Hindernisbreite yH zu
y
!
= yH ⇒ tttc,Lenken =
√
2yH
ay
(2.11)
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Bild 2.2: Ausweich- und Bremsmano¨ver
nach [Wie82]
Bild 2.3: Ausweich- und Bremsmano¨ver
nach [All87]
und ist interessanterweise konstant, d. h. unabha¨ngig von der Geschwindigkeit des
Egofahrzeugs. Hingegen ergibt sich fu¨r das Bremsma¨nover die Zeit bis zur Kollisi-
on tttc,Bremsen, wenn in der Anna¨herung zum Hindernis bei Unterschreiten der Ent-
fernung xH,Bremsen unverzo¨gert weitergefahren werden wu¨rde, mittels Gleichung (2.8):
tttc,Bremsen =
xH,Bremsen
v0
=
v0
2ax
. (2.12)
Die Betrachtung der TTC in Abha¨ngigkeit der Geschwindigkeit geht auf [All87] zu-
ru¨ck und ist in Bild 2.3 schematisch dargestellt. Es sind wiederum die vier bekannten
Bereiche des jeweils kollisionsvermeidenden Mano¨vers zu erkennen, die sich durch
den Schnittpunkt der Brems- und der Lenkkurve ergeben. Auch aus dieser Darstel-
lung wird deutlich, dass fu¨r niedrige Geschwindigkeiten ein Bremsen vorzuziehen ist
und erst fu¨r Geschwindigkeiten oberhalb der Grenze vGrenz Lenken noch nach dem
letzten Bremsen erfolgen kann. Wird die Graﬁk um die jeweiligen Grenzen fu¨r Brem-
sen und Lenken im Komfortbereich, die fu¨r jeden Fahrer sicherlich unterschiedlich
sind, erga¨nzt, so ließen sich die Bereiche noch feiner in
”
Komfort“,
”
sportlich bis fahr-
physikalische Grenze“ und
”
Kollision“ unterteilen.
Fu¨r gewo¨hnlich bewegt sich das Egofahrzeug nicht exakt mit der Grenzgeschwindig-
keit vGrenz, sondern ist schneller oder langsamer unterwegs, sodass das letzte Lenkma-
no¨ver entweder nach oder vor dem letzten Bremsmano¨ver beginnen muss. Im ersten
Fall v0 > vGrenz la¨sst sich hinter dem letzten kollisionsvermeidenden Bremspunkt noch
ein Zusammenstoß mit dem Hindernis mithilfe eines Lenkmano¨vers verhindern. Im
zweiten Fall v0 < vGrenz ist es genau umgekehrt und die Kollision kann nach dem
letzten Lenkpunkt noch mit Bremsen vermieden werden. Daher ist bei einer konti-
nuierlichen Anna¨herung des Egofahrzeugs zum Hindernis der o¨rtliche und zeitliche
Vorteil, den das eine Mano¨ver gegenu¨ber dem anderen aufweist, von besonderer Be-
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Bild 2.4: Ortsdiﬀerenz zwischen letzt-
mo¨glichem Lenken und Brem-
sen (yH = 1, 8m, ax =
9, 81m/s2)
Bild 2.5: Zeitdiﬀerenz zwischen letzt-
mo¨glichem Lenken und Brem-
sen (yH = 1, 8m, ax =
9, 81m/s2)
deutung. Die Diﬀerenzen zwischen den Hindernisabsta¨nden xH,Bremsen und xH,Lenken
ergeben sich zu:
ΔxH = xH,Bremsen − xH,Lenken
= v0
(
v0
2ax
−
√
2yH
ay
)
(2.13)
Δtttc =
ΔxH
v0
=
v0
2ax
−
√
2yH
ay
. (2.14)
Im Fall eines Bremsens als letztmo¨gliches kollisionsvermeidendes Mano¨ver wu¨rde so-
mit der Nutzen negativ werden, da xH,Bremsen kleiner xH,Lenken ist. Die Bilder 2.4
und 2.5 zeigen beispielhaft diesen Nutzen fu¨r ein Hindernis mit der typischen Breite
eines Fahrzeugs von yH = 1, 8m anhand der beiden schwarzen Kurven (ay = 1, 0 ax).
Erwartungsgema¨ß nimmt der Nutzen des Lenkmano¨vers mit der Geschwindigkeit
deutlich zu.
Idealerweise ko¨nnen Quer- und La¨ngsbeschleunigungen ay und ax, wenn sie nicht
gleichzeitig gefahren werden, betragsma¨ßig gleich groß sein. In diesem Fall spricht
man von einer isotropen Beschleunigungsverteilung. Tatsa¨chlich aber u¨bertra¨gt im
realen Fahrzeug der Reifen immer auch eine La¨ngskraft, die im einfachsten Fall nur
aus der Rollreibung aufgrund der Latschverformung besteht, aber daru¨ber hinaus in
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Kurvenfahrten durch den Reifenschra¨glauf eine zusa¨tzliche La¨ngskomponente erha¨lt.
Allerdings ist der Normalfahrer jedoch bei weitem nicht in der Lage, die gleiche Be-
schleunigung in Querrichtung zu fahren wie in La¨ngsrichtung. In [Sch82] und [Sch85]
wurde anhand von Fahrversuchen versucht, die vom Fahrer als maximal
”
sicher“ emp-
fundene Zentrifugalbeschleunigung zu ermitteln, die man daher auch als fahrpsy-
chologische Grenze betrachten kann. Dazu sollten die Versuchspersonen sich in ei-
ner stationa¨ren Kreisfahrt [Sch82] und in einem Spurwechselmano¨ver [Sch85] an die
Querbeschleunigungen herantasten, die sie sich maximal zutrauten zu fahren. Bei der
stationa¨ren Kreisfahrt lag der Maximalwert u¨ber sa¨mtliche Versuche und Fahrer bei
ca. 4, 5m/s2, allerdings oﬀenbarte sich eine starke Abha¨ngigkeit der maximalen Quer-
beschleunigung von der Geschwindigkeit, da diese nur in einem Bereich um 50 km/h
erreicht bzw. gefahren wurde. Dahingegen zeigte sich diese signiﬁkante Abha¨ngig-
keit bei Spurwechselma¨no¨vern nicht, dafu¨r verringerte sich die maximal als sicher
empfundene Querbeschleunigung jedoch massiv auf ca. 2m/s2, was insbesondere auf
unangenehme Einschwingvorga¨nge am Ende des Spurwechsels zuru¨ckgefu¨hrt werden
konnte. Im Bild 2.6 sind die ermittelten Verla¨ufe der Zentrifugalbeschleunigungen
graﬁsch zusammengefasst. Sicherlich erlauben die Fahrwerke moderner Automobile
eine spu¨rbar agilere Fahrweise gegenu¨ber der in dieser relativ alten Untersuchung
verwendeten Fahrzeuge. Denn [Bie99] zeigt, dass sportliche Fahrer durchaus in die
Na¨he der maximalen Querbeschleunigung von 9, 81m/s2 kommen ko¨nnen und auch
ein
”
normaler“ Fahrer Spitzen von etwa 4m/s2 erreicht. Im Mittel wird jedoch ei-
ne Querbeschleunigung von 2m/s2 nicht u¨berschritten, was in etwa 0, 2 ax entspricht
und in den Bildern 2.4 und 2.5 jeweils durch die hellste Kurve verdeutlicht wird.
Durch entsprechende Fahrdynamiksicherheitssysteme sind auch fu¨r Normalfahrer die
Fahrzeuge mittlerweile im Grenzbereich beherrschbar und stabilisierbar geworden, in
den sie aber fu¨r gewo¨hnlich nur durch einen Fahrfehler bzw. durch gezieltes Provo-
zieren des Systemeingriﬀs gelangen, denn weniger durch reines Fahrko¨nnen. Daher
muss es ein entscheidendes Ziel sein, die fahrpsychologische Grenze in kritischen Si-
tuationen zu u¨berschreiten, um eine bevorstehende Kollision zu verhindern. Obwohl
an dieser Stelle fahrdynamische Aspekte nicht betrachtet werden, sollen die Erkennt-
nisse von [Sch85] im Bewegungsmodell beru¨cksichtigt und ein anisotropes Beschleu-
nigungsvermo¨gen fu¨r die weitere Diskussion zugrunde gelegt werden. Dazu wird das
Beschleunigungsverha¨ltnis
ay = εax, ε ∈ (0, 1] (2.15)
deﬁniert und in Gleichung (2.13) und (2.14) substituiert:
ΔxH = v0
(
v0
2ax
− 1√
ε
√
2yH
ax
)
(2.16)
Δtttc =
v0
2ax
− 1√
ε
√
2yH
ax
. (2.17)
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Bild 2.6: Maximale Zentrifugalbeschleunigungen eines Normalfahrers [Sch85]
Die Grenzgeschwindigkeit vGrenz verschiebt sich fu¨r ε < 1 zu ho¨heren Werten. Substi-
tuiert man ay und bildet die Diﬀerenz gegenu¨ber einem isotropen Beschleunigungs-
vermo¨gen, folgt die A¨nderung der Grenzgeschwindigkeit mittels Gleichung 2.9 zu:
ΔvGrenz = vGrenz,aniso︸ ︷︷ ︸
ay=εax
− vGrenz,iso︸ ︷︷ ︸
ay=ax
= 2ax
√
2yH
εax
− 2ax
√
2yH
ax
= 2
√
2yHax
(
1√
ε
− 1
)
. (2.18)
Normiert man diesen Ausdruck abschließend auf vGrenz,iso, so ergibt sich die relative
A¨nderung der Grenzgeschwindigkeit in Abha¨ngigkeit der Anisotropita¨t ε zu:
ΔvGrenz
vGrenz,iso
=
(
1√
ε
− 1
)
. (2.19)
Geht man beispielsweise von einer maximalen Querbeschleunigung von ay = 2m/s2
eines Spurwechselmano¨vers aus, ergibt sich bei einer La¨ngsbeschleunigung von ax =
9, 81m/s2 ein Verha¨ltnis von ε ≈ 0, 2 und somit eine um den Faktor 1, 24 gro¨ßere
Grenzgeschwindigkeit. Das bedeutet erwartungsgema¨ß, je weniger Querbeschleuni-
gung der Fahrer fa¨hig ist zu fahren, desto geringer ist folglich auch der o¨rtliche bzw.
zeitliche Nutzen durch das letzte Lenkmano¨ver. Dieser Sachverhalt zeigt sich in den
Bildern 2.4 und 2.5, indem der Nutzen fu¨r verschiedene Querbeschleunigungen auf-
getragen ist. Man erkennt deutlich, wie dieser mit steigender Anisotropita¨t abnimmt
bzw. sich zu ho¨heren Geschwindigkeiten hin verschiebt. Das Bremsen stellt somit fu¨r
den Fahrer entsprechend seiner fahrpsychologischen Grenze fu¨r einen deutlich gro¨ße-
ren Geschwindigkeitsbereich das letzte Kollisionsvermeidungsmano¨ver dar, obwohl in
diesen Fa¨llen ein spa¨teres Lenken noch mo¨glich wa¨re.
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Abschließend la¨sst sich daher ein Assistenzsystem motivieren, das den Fahrer ab dem
U¨berschreiten des Orts des letztmo¨glichen Bremsens unterstu¨tzt. Denn nach dem
U¨berschreiten dieses Orts fu¨hlt sich der Fahrer in keinem Fall mehr in der Lage, die
Kollision durch Lenkeingriﬀ zu vermeiden, da er eine gro¨ßere Querbeschleunigung
fahren muss, als er sich zutrauen wu¨rde.
2.3 Kollisionsvermeidung durch kombiniertes Bremsen
und Lenken
Im vorherigen Abschnitt 2.2 wurden Brems- und Lenkeingriﬀ getrennt voneinander
betrachtet. Daher stellt sich an dieser Stelle die Frage, ob das letztmo¨gliche Kolli-
sionsvermeidungsmano¨ver bei Geschwindigkeiten oberhalb von vGrenz tatsa¨chlich ein
reiner Lenkeingriﬀ entsprechend Gleichung (2.2) ist oder ob eventuell eine geeignete
Kombination aus Bremsen und Lenken eine noch weitere Anna¨herung an das Hin-
dernis erlaubt. Die Frage konnte bereits in [Sch05] beantwortet werden, wird aber
hier nochmals ausfu¨hrlich aufgegriﬀen und detaillierter untersucht. Die maximal er-
reichbare Querposition des Egofahrzeugs E im Szenario des Bilds 2.1 bei minimaler
La¨ngsposition wird fu¨r die Antwort mithilfe eines einfachen Bewegungsmodells be-
schrieben.
2.3.1 Erreichbares Aufenthaltsgebiet des Egofahrzeugs
Zur Bestimmung des letztmo¨glichen Kollisionsvermeidungsmano¨vers wird eine geeig-
nete, zeitabha¨ngige Verteilung der La¨ngs- und Querbeschleunigung des Egofahrzeugs
gesucht. Die Beschleunigung liegt somit innerhalb bzw. maximal auf dem Rand des
Kammschen Kreises [Mit04], der besagt, dass das Beschleunigungsvermo¨gen a0 des
Egofahrzeugs isotrop und somit unabha¨ngig von der Fahrtrichtung ist:
 KK :=
{(
ax
ay
)
∈  2
∣∣∣a2x + a2y = a20} . (2.20)
Der Winkel ζ(t) beschreibt die Beschleunigungsrichtung u¨ber der Zeit:
ax(t) = a0 cos ζ(t) (2.21)
ay(t) = a0 sin ζ(t) . (2.22)
Das Bild 2.7 veranschaulicht die Lage. Das maximal erreichbare Gebiet des Egofahr-
zeugs E zum Zeitpunkt t la¨sst sich durch die zweimalige Integration des Kammschen
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Bild 2.7: Lage des Beschleunigungsvektors auf dem Kammschen Kreis
Kreises auf sich kontinuierlich ausdehnende Kreise abbilden. Es ergibt sich ein Auf-
enthaltsgebiet Ω, indem sich das Egofahrzeug unter Beru¨cksichtigung der Startge-
schwindigkeit v0 und dem maximalen Beschleunigungsvermo¨gen a0 fu¨r jede beliebige
Bewegung beﬁnden muss:
Ω(t) : t ∈  ≥0 → (x, y) ∈  2 (2.23)
t 
→ F (x, y, t) ≤ 0
F (x, y, t) := (x− v0t)2 + y2 −
(
1
2
a0t
2
)2
.
Oﬀensichtlich wird das Aufenthaltsgebiet Ω(t) durch eine Kreisschar F (x, y, t) beschrie-
ben, vgl. Bild 2.8. Hat das Egofahrzeug ausschließlich mit maximaler Verzo¨gerung ge-
bremst, so kommt es zum Zeitpunkt t = v0/a0 zum Stehen und wu¨rde beginnen, sich
fortan ru¨ckwa¨rts zu bewegen. Die Kreise wu¨rden sich nun auch nach links entgegen
der urspru¨nglichen Richtung ausdehnen. Anhand des Aufenthaltsgebiets Ω(t) lassen
sich die folgenden Punkte postulieren:
• Bis zum Beginn der Ru¨ckwa¨rtsbewegung ergibt sich eine scharfe Grenze des
Aufenthaltsgebiets:
0 ≤ t ≤ v0
a0
: y∂Ω(x) := Rand {Ω(t)} , (2.24)
die theoretisch den bestmo¨glichen Lenkvorgang beschreibt, da es nicht mo¨glich
ist, einen Ort außerhalb dieser einhu¨llenden Kurve zu erreichen.
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Bild 2.8: Schar der Aufenthaltsra¨ume
Die Einhu¨llende einer beliebigen Kurvenschar F (x, y, t) la¨sst sich bekanntlich
berechnen, indem der Scharparameter t in den Gleichungen
F (x, y, t) = 0 und
∂
∂t
F (x, y, t) = 0 (2.25)
eliminiert wird [Sto¨95]. Angewandt auf die Kreisschar der Aufenthaltsgebiete
nach Gleichung (2.23) fu¨hrt die partielle Ableitung nach der als formalen Schar-
parameter angenommenen Zeit t auf die kubische Gleichung, deren allgemeiner
Lo¨sungsweg ebenfalls in [Sto¨95] zu ﬁnden ist:
∂
∂t
F (x, y, t) = t3 − 2
(
v0
a0
)2
t+
2v0
a20
x
!
= 0 . (2.26)
Entsprechend der Lo¨sung fu¨r kubische Gleichungen ergibt sich die Diskriminante
aus den Koeﬃzienten des Polynoms zu
D =
v20
a40
(
x2 − 8
27
v40
a20
)
, (2.27)
die fu¨r v0 >
4
√
27
8
√
a0x kleiner null ist und somit die Gleichung drei verschiedene
reelle Lo¨sungen besitzt:
t1,2,3 = (−1)n
√
2
3
v0
a0
cos
(
ξ + nπ
3
)
, n = −1, 0, 1 (2.28)
mit ξ := arccos
(
−3a0x
2v20
√
3
2
)
.
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Nur die dritte Lo¨sung fu¨r n = 1 erfu¨llt die Forderung, dass im Startpunkt der
Aufenthaltsgebiete die Bedingung x = y = t = 0 nicht verletzt wird. Die Zeit t
stellt nur noch einen formalen Parameter dar und wird daher fu¨r eine bessere
Abgrenzung durch τ ersetzt, sodass man schlussendlich fu¨r die Beschreibung der
Einhu¨llenden folgende Form erha¨lt:
y2∂Ω(x) =
(
1
2
a0τ
2
)2
− (x− v0τ)2 (2.29)
τ = −2
√
2
3
v0
a0
cos
[
π
3
+
1
3
arccos
(
−
√
3
2
3 a0x
2 v20
)]
Aus dem Gu¨ltigkeitsbereich  arccos der Arkuscosinus-Funktion folgt sogleich der
Deﬁnitionsbereich  ∂Ω der Einhu¨llenden:
 ∂Ω :=
{
x ∈  
∣∣∣ 0 ≤ x ≤ 2
3
√
2
3
v20
a0
}
(2.30)
Die Deﬁnitionsgrenze ist um den Faktor 43
√
2
3 gro¨ßer als die Distanz xH,Bremsen,
vgl. Gleichung (2.8), die das Egofahrzeug bei maximaler Verzo¨gerung bis zum
Stillstand beno¨tigen wu¨rde.
• Aus dem Bild 2.8 wird sofort ersichtlich, dass eine maximale Beschleunigung in
y-Richtung (ζ = ±π2 ) nicht auf den maximal erreichbaren Querabstand bei mini-
maler Distanz in La¨ngsrichtung fu¨hrt. Denn die zugeho¨rige Trajektorie schneidet
die Kreise immer im obersten Punkt und liegt folglich innerhalb der Einhu¨llen-
den y∂Ω.
• Die Einhu¨llende kann nur erreicht werden, wenn konstant in eine Richtung
beschleunigt wird. Bei einer minimalen A¨nderung der Beschleunigungsrichtung
ist die Bewegung innerhalb der Kreise nicht mehr radial und kann somit nicht
mehr auf den Rand der Kreise fu¨hren, sondern es ist nur noch ein Aufenthalt
innerhalb der Kreise mo¨glich. Das Gleichheitszeichen in Gleichung (2.23) gilt
also nur fu¨r den Fall:
ζ(t) = ζ = konst. ax(t) = ax = a0 cos ζ ay(t) = ay = a0 sin ζ
• Die Einhu¨llende y∂Ω ist nicht fahrbar. Dies kann mit einem Widerspruchsbeweis
gezeigt werden:
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Bild 2.9: Geometrische Konstruktion der Einhu¨llenden
Annahme: Es existiert mindestens ein Funktionenpaar (ax(t), ay(t)), sodass die
allgemeinen Bewegungsgleichungen exakt entlang der Einhu¨llenden y∂Ω(x) lau-
fen.
∀t ∈   ∃(ax(t), ay(t)) ∈  KK :
x(t) =
∫ t
τ2=0
∫ τ2
τ1=0
ax(τ1) dτ1 + v0 dτ2
y(t) =
∫ t
τ2=0
∫ τ2
τ1=0
ay(τ1) dτ1 dτ2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ⇔ y∂Ω(x(t)) = y(t)
Beweis: Die Einhu¨llende y∂Ω(x) begrenzt die Schar der Aufenthaltskreise. Jeder
Punkt auf der Einhu¨llenden ist somit exakt einem und genau einem Aufenthalts-
kreis zugeordnet, vgl. Bild 2.9.
Der Radius n des Aufenthaltskreises ergibt sich aus dem Normalenvektor n be-
kanntlich zu:
n = |n| = 1
2
a0t
2
Aufgrund der Bewegung an der fahrphysikalischen Grenze folgt weiter:(
∂2|n|
∂t2
)2
︸ ︷︷ ︸
=a20
+
(
∂2|m|
∂t2
)2
≡ a20
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Somit kann keine Beschleunigung mehr in Tangentialrichtung m erfolgen. Die
Bahngeschwindigkeit muss also u¨ber die gesamte Einhu¨llende konstant sein.
∂2|m|
∂t2
= 0 ⇔ v0 = konst.
Da die Beschleunigung stets zentripetal wirkt, kann die Einhu¨llende aber aus-
schließlich eine Kreisbahn sein:
a ⊥ m
|a| = a0
}
⇔ Kreisbahn
Dann folgt der Radius r = |r| der Kreisbahn sofort zu:
a0 = aZF =
v20
r
⇔ r = v
2
0
a0
Folglich muss zu allen Zeitpunkten stets die geometrische Addition gelten, wie
sie im Bild 2.9 skizziert ist:
r2 + (v0t)
2 ≡ (r + n)2
r2 + (v0t)
2 ≡
(
r +
1
2
a0t
2
)2
r2 + (v0t)
2 ≡ r2 + a0t2r + 1
4
a20t
4
Das Einsetzen des Kreisbahnradius r fu¨hrt auf:
(v0t)
2 ≡ a0t2 v
2
0
a0
+
1
4
a20t
4
0 ≡ 1
4
a20t
4
t ≡ 0
Dies ist ein Widerspruch zur geforderten Gu¨ltigkeit zu allen Zeitpunkten ∀t ∈  .
Somit kann die Einhu¨llende keine Kreisbahn sein. Dann kann sie aber auch nicht
fahrbar sein!
q.e.d.
• Wenn die Einhu¨llende selbst nicht fahrbar ist und ein Punkt auf der Einhu¨llen-
den nur unter konstanter Beschleunigungsrichtung erreicht werden kann, dann
gibt es zu jedem Punkt genau eine Trajektorie, die die Einhu¨llende exakt in
diesem und nur in diesem Punkt beru¨hrt. Es kann folglich keine Bahn unter den
gegebenen Randbedingungen existieren, die zwei Punkte auf der Einhu¨llenden
miteinander verbindet.
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• Obwohl die Einhu¨llende selbst keine Kreisbahn ist, die Beschleunigungsrichtung
aber stets senkrecht zu der Einhu¨llenden wirkt, besitzt eine Trajektorie, die
auf einen beliebigen Punkt der Einhu¨llenden fu¨hrt, genau in diesem und nur in
diesem Punkt keine Beschleunigung in tangentialer Richtung. Exakt in diesem
Punkt geht die Trajektorie in eine Kreisbahn mit ausschließlich zentripetal wir-
kender Beschleunigung u¨ber, um diese unmittelbar danach wieder zu verlassen.
Anschaulich betrachtet wird zu Beginn der Trajektorie am sta¨rksten gebremst
und der Bremseingriﬀ im sich mitdrehenden Fahrzeugsystem kontinuierlich bis
zum Beru¨hrungspunkt auf der Einhu¨llenden auf null zuru¨ckgenommen, sodass
im Beru¨hrungspunkt ausschließlich gelenkt wird.
2.3.2 Minimaler Hindernisabstand zur Kollisionsvermeidung
Mithilfe der Aufenthaltsgebiete kann im Folgenden der optimale Winkel ζopt bestimmt
werden, der das letztmo¨gliche Mano¨ver zur Kollisionsvermeidung beschreibt. Im Sin-
ne dieser Optimalita¨t darf es demnach kein anderes Lenk- bzw. Lenkbremsmano¨ver
geben, das in einem ku¨rzeren Abstand xH des Egofahrzeugs zum Hindernisfahrzeug
V1 beginnt. Der Passierungszeitpunkt t1 fu¨hrt auf die Nebenbedingung des Passie-
rungsorts, na¨mlich auf Ho¨he des Hindernisses x(t1) = xV 1(t1) muss das Egofahrzeug
eine laterale Position gleich der Hindernisbreite y(t1) = yH erreicht haben. Außerdem
darf es sich nicht langsamer als das Hindernis bewegen, da in diesem Fall ein reiner
Bremseingriﬀ vorzuziehen gewesen wa¨re. Zusammengefasst ergibt sich das folgende
Minimierungsproblem:
∃ζopt ∈ [−π, π]
{
ax = a0 cos ζopt
ay = a0 sin ζopt
⇒ ∃t1 ∈  >0
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x(t1) = xV 1(t1)
y(t1) = yH
v(t1) > vxV 1(t1)
xH = Min!
(2.31)
Die kinematischen Bewegungsgleichungen in x- und y-Richtung des Egofahrzeugs lau-
ten:
x(t) = v0t+
1
2
a0 cos ζ t
2 (2.32)
y(t) =
1
2
a0 sin ζ t
2 . (2.33)
Verallgemeinert man die Bewegung des Hindernisses V1 und beru¨cksichtigt auch eine
mo¨gliche La¨ngsbeschleunigung axV 1, so folgt dessen Bewegungsgleichung:
xV 1(t) = x0V 1︸ ︷︷ ︸
xH
+v0V 1t+
1
2
axV 1t
2 , (2.34)
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wobei die La¨ngsposition x0V 1 des Hindernisses zu Beginn dem Hindernisabstand xH
entspricht. Auf Ho¨he des Hindernisses muss das Egofahrzeug sich um die Breite
des Hindernisses yH zur Seite bewegt haben. Daraus ergibt sich der Passierungs-
zeitpunkt t1 zu:
y(t1)
!
= yH ⇒ t1 =
√
2yH
a0 sin ζ
. (2.35)
Ferner mu¨ssen im Passierungspunkt die Bewegungsgleichungen (2.32) und (2.34) fu¨r
die La¨ngsrichtung gleich sein, sodass sich der Hinderabstand xH durch Einsetzen von
t1 und Gleichsetzen bestimmen la¨sst:
x(t1)
!
= xV 1(t1) ⇒ v0t1 + 1
2
a0 cos ζt
2
1 = xH + v0V 1t1 +
1
2
axV 1t
2
1
xH(ζ) = (v0 − v0V 1)
√
2yH
a0 sin ζ
+ yH
cos ζ − axV 1a0
sin ζ
. (2.36)
Fu¨r die Minimierung des La¨ngsabstands xH zum Hindernis gilt die notwendige Be-
dingung:
ζopt :
∂xH(ζ)
∂ζ
!
= 0 (2.37)
mit
∂xH(ζ)
∂ζ
= −(v0 − v0V 1) cos ζ
√
yH
2a0 sin
3 ζ
− yH
1− axV 1a0 cos ζ
sin2 ζ
.
Fu¨r konstant bewegte oder stehende Hindernisse (axV 1 = 0) vereinfacht sich die erste
Ableitung ∂xH(ζ)/∂ζ derart, dass die Minimierungsgleichung sich zu einer kubischen
Funktion in sin ζopt umformen la¨sst. Wird dabei die Bedingung
v0 ≥ v0Min = vxV 1 +
√
3
√
3a0yH (2.38)
nicht verletzt, ist die Diskriminante der kubischen Gleichung kleiner bzw. gleich null
und die Gleichung analytisch lo¨sbar. Fu¨r beschleunigte Hindernisse (axV 1 = 0) kann
die optimale Lage der Beschleunigungsrichtung ζopt hingegen nur noch numerisch
bestimmt werden:
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Minimaler Hindernisabstand:
xH(ζopt) = (v0 − vxV 1)
√
2yH
a0 sin ζopt
+ yH
cos ζopt − axV 1a0
sin ζopt
(2.39)
Allgemeine Lo¨sung des Beschleunigungsvektors:
ζopt :
(v0 − vxV 1) cos ζopt√
2a0yH
+
1− axV 1a0 cos ζopt√
sin ζopt
= 0 (2.40)
Sonderfall fu¨r stehende oder konstant bewegte Hindernisse (axV 1 = 0):
ζopt =
π
2
+ arccos
(
2√
3
cos
[
1
3
arccos
(
− 3
√
3a0yH
(v0 − vxV 1)2
)])
(2.41)
2.3.3 Betrachtungen zur Existenz der Kollisionsvermeidung
Die Einhu¨llende weist zwei interessante Punkte auf, die sich mithilfe der vorherigen
Lo¨sung bestimmen lassen. Zum einen ist dies der Ort der Vollbremsung, zum anderen
ist es die Deﬁnitionsgrenze. Bei unbeschleunigten Hindernissen (axV 1 = 0) gilt Glei-
chung (2.41). Lo¨st man diese nach (v0−v0V 1) auf, setzt sie in Gleichung (2.39) ein und
substituiert xH(ζopt) durch die Strecke, die fu¨r eine Bremsung nach Gleichung (2.8)
auf eine Relativgeschwindigkeit von null beno¨tigt wird, so ist der optimale Winkel ζ1
unabha¨ngig von der Hindernisbreite. Man erha¨lt nach Vereinfachung:
ζ1 = ζopt
∣∣∣∣∣xH=(v0−vx V 1)22a0 = arccos
(
1−√5
2
)
≈ 128, 2◦ . (2.42)
Der zweite Ort ist deutlich leichter zu bestimmen. Wird die minimale Startgeschwin-
digkeit v0Min in den optimalenWinkel ζopt eingesetzt, siehe Gleichung (2.38) und (2.41),
so gilt fu¨r den Winkel u¨ber alle Hindernisbreiten stets:
ζ2 = ζopt(v0Min) =
π
2
+ arctan
√
2 ≈ 144, 7◦ . (2.43)
Die Lage und Bedeutung dieser beiden Winkel im erreichbaren Aufenthaltsgebiet zeigt
das Bild 2.10. Die Aufenthaltskreise wachsen vom Startpunkt aus kontinuierlich an.
An dem Ort, an dem das Fahrzeug bei einer Vollbremsung zum Stehen kommt, besitzt
die Einhu¨llende die Steigung tan
(
ζ1 − π2
)
und der zugeho¨rige, dunkelgrau markierte
Aufenthaltskreis beru¨hrt die Einhu¨llende exakt unter dem Winkel ζ1. Im Anschluss
wachsen die Kreise weiter an, die Absta¨nde zwischen zwei aufeinanderfolgenden neh-
men jedoch an ihrer linken Seite kontinuierlich ab. An der Deﬁnitionsgrenze tangiert
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Bild 2.10: Darstellung der Aufenthaltskreise im Bereich der Deﬁnitionsgrenze der
Einhu¨llenden
die Einhu¨llende unter dem Winkel ζ2 − π2 den hellgrau hervorgehobenen Aufenthalts-
kreis. Die nachfolgenden Kreise wandern auf der Einhu¨llenden zuru¨ck und beru¨hren
sie nicht mehr tangential, sondern schneiden sie. Die Einhu¨llende ist somit fu¨r die Auf-
enthaltskreise nach dem Zeitpunkt t2 nicht mehr deﬁniert. Ab dem Aufenthaltskreis
der maximalen Verzo¨gerung enthalten alle nachfolgenden Kreise ihre unmittelbaren
Vorga¨nger, sodass die Ausdehnung der Kreise nun auch entgegen der x-Richtung ver-
la¨uft. Jede beliebige Beschleunigungsrichtung mit einem Bremsanteil ungleich null
fu¨hrt auf einen Abbau der Geschwindigkeit bis zum Stillstand und anschließendem
Richtungswechsel. Sa¨mtliche Orte, an denen der Richtungswechsel erfolgt, sind durch
die eingezeichnete Grenze zur Ru¨ckwa¨rtsbewegung gekennzeichnet.
Die beiden eingangs beschriebenen Winkel unterteilen das Aufenthaltsgebiet in ver-
schiedene Bereiche, die anschaulich im Bild 2.11 dargestellt sind. Die Einteilung gilt
gleichermaßen fu¨r das Intervall [−π, 0] und fu¨hrt enstprechend spiegelsymmetrisch zur
entgegengesetzten Seite. Die gestrichelte Linie kennzeichnet die Grenze der Vollbrem-
sung:
• π2 ≤ ζopt < ζ1: Das letztmo¨gliche Mano¨ver zur Kollisionsvermeidung muss ein
kombinierter Brems-Lenkeingriﬀ sein. Der Winkel ζ1 markiert den Punkt auf der
Einhu¨llenden, der genau quer ab des Endpunkts einer maximalen Verzo¨gerung
liegt. Ragt die Hindernisbreite u¨ber die Einhu¨llende hinaus, so ist die Kollision
unvermeidbar.
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Bild 2.11: Charakteristische Bereiche im Aufenthaltsgebiet
• ζ1 ≤ ζopt < ζ2: Liegt die Hindernisbreite außerhalb der Einhu¨llenden, so ist die
Kollision nur durch Bremsen vermeidbar, anderenfalls kann sie sowohl durch
einen kombinierten Brems-Lenkeingriﬀ als auch durch eine maximale Verzo¨ge-
rung vermieden werden. Der Winkel ζ2 weist auf den Endpunkt der Einhu¨llen-
den.
• ζ2 ≤ ζopt < π: Dieses Intervall markiert die Orte auf den Aufenthaltskreisen, die
auf das Ende der Einhu¨llenden folgen und fu¨r die keine eindeutige Lo¨sung mehr
angebbar ist. Der Bremsanteil des zugrunde liegenden Mano¨vers nimmt dabei
permanent zu. Da diese Orte aber allesamt hinter der Grenze der Vollbremsung
liegen, ist das reine Bremsmano¨ver ohne Lenkanteil das vorzuziehende Mano¨ver.
Im Fall eines stehenden Hindernisses la¨sst sich das geeignete Mano¨ver sofort ablesen.
Bei einem bewegten Hindernis ist dies nicht ohne weiteres mo¨glich, da die Darstellung
u¨ber den Ort absolut und nicht u¨ber die Anna¨herung an das Hindernis erfolgt. Durch
eine einfache Transformation
x 
→ x +
(
vxV 1t+
1
2
axV 1t
2
)
(2.44)
la¨sst sich aber das in La¨ngsrichtung konstant oder beschleunigt bewegte Hindernis be-
ru¨cksichtigen. Die bisherige Darstellung erfa¨hrt somit eine Streckung bzw. Stauchung
in La¨ngsrichtung, je nachdem, ob die Anna¨herung an das Hindernis nun langsamer
oder schneller erfolgt. Im Fall eines beschleunigt bewegten Hindernisses a¨ndert sich
die Beschleunigungsrichtung gegenu¨ber dem stehenden Hindernis, sodass das opti-
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male Mano¨ver im Passierungspunkt nicht mehr auf eine reine Kreisbewegung fu¨hrt.
Stattdessen verbleibt eine Verzo¨gerung in La¨ngsrichtung des Fahrzeugs. Bei der Be-
rechnung des optimalen Winkels in Gleichung (2.40) ist die Transformation durch die
allgemeine Form der Bewegungsgleichung (2.34) beru¨cksichtigt worden.
2.3.4 Nutzenbewertung des optimalen Mano¨vers zur
Kollisionsvermeidung
Das Bild 2.12 vergleicht den erforderlichen minimalen Abstand xH vor einem stehen-
dem Hindernis fu¨r eine Vollbremsung, ein reines Lenken und ein optimales Kollisions-
vermeidungsmano¨ver mit kombiniertem Brems-Lenkeingriﬀ miteinander. Bei einem
konstant bewegten Hindernis wu¨rde sich bei Auftragung u¨ber die Relativgeschwin-
digkeit (v0− vxV 1) exakt das gleiche Diagramm ergeben. Fu¨r hohe Geschwindigkeiten
beno¨tigt eine Vollbremsung erwartungsgema¨ß einen deutlich gro¨ßeren Abstand zum
Hindernis, fu¨r kleine Geschwindigkeiten ist er dagegen bekanntlich niedriger als fu¨r ein
Lenkmano¨ver bzw. das optimale Brems-Lenkmano¨ver. Der tatsa¨chliche Nutzen gegen-
u¨ber einem reinen Lenken ist oﬀensichtlich gering, obwohl sich die Grenzgeschwindig-
keit, bei der der Wechsel zwischen Bremsen und Lenken bzw. zwischen Bremsen und
Brems-Lenken erfolgen muss, etwas zu Gunsten des optimalen Brems-Lenkmano¨vers
verschiebt. Mithilfe des Grenzwinkels ζ1 und des minimalen Hindernisabstands xH ,
vgl. Gleichung (2.39), la¨sst sich leicht zeigen, dass dieser bei
vGrenz =
√
2a0yH
sin ζ1
(
1 +
√
1 + cos ζ1
)
≈ 1, 82
√
2a0 yH (2.45)
liegt und somit etwa 9% niedriger als die Grenzgeschwindigkeit des reinen Lenk-
mano¨vers bei isotropen Beschleunigungsvermo¨gen ist, siehe Gleichung (2.9). Ein zu-
sa¨tzlicher Nutzen zeigt sich im Bild 2.13 in der Reduktion der Geschwindigkeit Δv
beim Passieren des Hindernisses gegenu¨ber der Startgeschwindigkeit. Zwar ist der
Ortsgewinn gegenu¨ber dem reinen Lenken sehr gering, da die Verla¨ufe des Lenk- und
Brems-Lenkmano¨vers in Bild 2.12 fast deckungsgleich sind, kommt es im Fall des kom-
binierten Brems-Lenkeingriﬀs aber dennoch zu einer Kollision, ko¨nnen zumindest die
Unfallfolgen aufgrund der etwas geringeren Geschwindigkeit abgemildert werden.
2.3.5 Kombinierter Brems-Lenkeingriﬀ bei anisotroper
Beschleunigungsverteilung
Wie bereits eingangs beschrieben, werden hohe Querbeschleunigungen vom Fahrer als
unangenehm empfunden. In [Bie99] wird deutlich, dass der Kammsche Kreis in der
Praxis eher eine Ellipse darstellt. Mithilfe der Ellipsengleichung und der angenomme-
nen maximalen Beschleunigungen axMax, ayMax in La¨ngs- und Querrichtung la¨sst sich
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Bild 2.12: Minimale Distanz zur Kollisi-
onsvermeidung (yH = 1, 8m,
a0 = 9, 81m/s
2)
Bild 2.13: Geschwindigkeitsabnahme
und Beschleunigungswinkel
zur Kollisionsvermeidung
(yH = 1, 8m, a0 = 9, 81m/s2)
die beschriebene Propagation des Aufenthaltsgebiets entsprechend Gleichung (2.23)
auch auf eine anisotrope Beschleunigungsverteilung u¨bertragen. Fu¨r die Aufenthalts-
gebiete gilt dann:
Ω(t) : t ∈  ≥0 → (x, y) ∈  2 (2.46)
t 
→ F (x, y, t) ≤ 0
F (x, y, t) :=
(
x+ vxV 1t+
1
2axV 1t
2 − v0t
1
2axMax t
2
)2
+
(
y
1
2ayMax t
2
)2
− 1 .
In dieser allgemeinsten Form werden sowohl bewegte und stehende Hindernisse, als
auch isotropes und anisotropes Beschleunigungsvermo¨gen beru¨cksichtigt. Das Bild 2.14
zeigt die erreichbaren Gebiete fu¨r ein Verha¨ltnis von Quer- zu La¨ngsbeschleunigung
von 1 : 3. Man erkennt, dass die Trajektorien, die auf den Rand der Gebiete fu¨hren,
aufgrund des ﬂacheren Verlaufs und der sta¨rker gekippten Beschleunigungsrichtung
einen deutlich gro¨ßeren Bremsanteil besitzen als bei einer isotropen Beschleunigungs-
verteilung.
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Bild 2.14: Propagation der Aufenthaltsgebiete bei anisotroper Beschleunigungsver-
teilung von ayMax : axMax = 1 : 3
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In der bisherigen Betrachtung ist ausschließlich die Kollisionsvermeidung untersucht
worden. Daru¨ber hinaus wird aber auch eine sichere Weiterfahrt gefordert, sodass die
Fahrbahn nicht verlassen werden darf. Dies wird im Folgenden nicht mehr als Kollisi-
onsvermeidung, sondern als Ausweichen bzw. Ausweichmano¨ver bezeichnet, bei dem
das Egofahrzeug am Ende des Mano¨vers wieder in die urspru¨ngliche Fahrtrichtung
orientiert ist.
3.1 Ausweichmano¨ver ohne Bremseingriﬀ
Basiert das Ausweichmano¨ver auf einem reinen Lenkeingriﬀ, so soll dies im Folgenden
als Ausweichlenkmano¨ver bezeichnet werden. Da bereits zahlreiche Spurwechseltra-
jektorien bekannt sind, die sich je nach beno¨tigter La¨nge mehr oder weniger gut fu¨r ein
Notausweichlenkmano¨ver eignen, sollen die gebra¨uchlichsten Trajektorien vorgestellt
werden, die ausschließlich auf einem reinen Lenkeingriﬀ beruhen und fu¨r gewo¨hnlich
fu¨r ein Spurwechsel- bzw. Ausweichlenkmano¨ver genutzt werden.
3.1.1 U¨berblick bekannter Ausweichlenkmano¨ver
In [Sle97] stellen die Autoren sehr anschaulich die Spurwechseltrajektorien
”
doppelter
Kreisbogen“, Sinus-Rampe, Querbeschleunigungsproﬁl, Polynom fu¨nfter und siebter
Ordnung, Be´zier-Spline und Klothodiden vor und vergleichen sie miteinander anhand
verschiedener Bewertungskriterien wie maximale Kru¨mmung, La¨ngsausdehnung, Bo-
genla¨nge gegenu¨ber La¨ngsausdehnung, Integral u¨ber die Kru¨mmungsquadrate und
der maximalen fahrbaren Geschwindigkeit. Als bestes Mano¨ver entsprechend der be-
schriebenen Bewertungskriterien erweist sich dabei das Polynom fu¨nfter Ordnung.
Daru¨ber hinaus ﬁnden sich in der Literatur zahlreiche Spurwechseltrajektorien, die
insbesondere auf eine Vermeidung der Unstetigkeit im Kru¨mmungsverlauf abzielen. In
Anlehnung an die Verwendung von Klothoiden fu¨r Trassierungsprobleme [Wol05] wird
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in [Kan85] und [Kan89] eine Spurwechseltrajektorie auf der Basis von Klothoiden vor-
geschlagen, deren Beschreibung jedoch leider mit einem nicht unerheblichen Rechen-
aufwand aufgrund der numerischen Integration verbunden sind. Wa¨hrend in [Nel89]
beispielsweise die Ersetzung der Kreisbo¨gen durch eine Polynomdarstellung vorge-
schlagen wird, versucht [Gul94] ein Kru¨mmungsproﬁl vorzugeben und daraus die
Trajektorie abzuleiten. In [Shi95] und [Shi98b] wird eine optimale Ausweichtrajektorie
berechnet, die die Strecke bis zum Hindernis minimiert. Dabei wird gezeigt, dass die
Lo¨sung auf Basis eines Einspurmodells [Mit04] und basierend auf einem Massepunkt-
modell sehr dicht beieinander liegen. In [Sle98] wird ebenfalls eine ideale Spurwech-
seltrajektorie fu¨r ein Notausweichen bei konstanter Geschwindigkeit berechnet und
bewertet, die Kru¨mmung und Ruck minimimiert, allerdings anhand der Variations-
rechnung eine sehr komplizierte Lo¨sung basierend auf elliptischen Integralen liefert.
In [Sta¨06] wird die Sigmoide als eine weitere Ausweichtrajektorie verwendet, die zwar
kru¨mmungsstetig ist, aufgrund der Verwendung der Exponentialfunktion aber den
Endpunkt erst im Unendlichen erreichen kann, wu¨rde man keine laterale Abweichung
vom Endwert bzw. keine Fehlausrichtung zu Beginn und am Ende akzeptieren.
Im Folgenden werden die mathematischen Beschreibungen der bekanntesten Trajek-
torien aus [Sle97] und [Sta¨06] zusammengestellt, die sich aus der Startgeschwindigkeit
v0 des Egofahrzeugs und der zu erreichenden Hindernisbreite yH ergeben. Ihnen ist
gemeinsam, dass sie sich a-priori auf einen charakteristischen Verlauf festlegen, der
an die gegebenen Randbedingungen der maximalen lateralen Position yH und der
maximal zula¨ssigen Querbeschleunigung a0 angepasst wird. Zur Berechnung der be-
no¨tigten La¨ngsausdehnung xH des Mano¨vers geht man von der Kru¨mmung κ(x) einer
Kurve y(x) aus, fu¨r die nach [Sto¨95] bekanntlich
κ(x) =
y′′(x)(
1 + y′(x)
) 3
2
≈ y′′(x) (3.1)
gilt. A¨hnlich wie bei der bereits betrachteten Wegla¨nge s ≈ xH ist der Einﬂuss der
ersten Ableitung y′(x) im Nenner vernachla¨ssigbar, sodass die angewandte Na¨herung
erlaubt ist. Bei gegebener Geschwindigkeit v0 des Egofahrzeugs la¨sst sich die auftre-
tende Querbeschleunigung a0 direkt aus der Kru¨mmung κ, die gleich dem Inversen
des Kurvenradius r ist, berechnen:
a0 =
v20
r
= v20 κ . (3.2)
Zur Bestimmung des Kru¨mmungsmaximums u¨ber den Verlauf der Ausweichlenkt-
rajektorie muss als notwendige Bedingung die erste Ableitung der Kru¨mmung, die
na¨herungsweise der dritten Ableitung y′′′(x) der Kurve entspricht, null sein. Diese
sind fu¨r die meisten Trajektorien einfach zu berechnen, sodass sich daraus die beno¨-
tigte Mano¨verla¨nge xH bestimmen la¨sst. Lediglich fu¨r die Sigmoide wird die Rechnung
etwas aufwa¨ndiger, ist aber dennoch analytisch lo¨sbar.
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• Doppelter Kreisbogen:
y(x) =
{
r −√r2 − x2 , 0 ≤ x < xH2
yH − r +
√
r2 − (xH − x)2 , xH2 ≤ x ≤ xH
(3.3)
xH =
√
4yHr − y2H (3.4)
mit minimalem Kurvenradius: r :=
v20
a0
Die Gleichungen ko¨nnen anhand des Bilds 3.1 nachvollzogen werden. Die La¨ngs-
ausdehnung xH folgt aus der Symmetrie im Wechselpunkt, in dem y = yH/2
gelten muss.
Bild 3.1: Herleitung der Ausweichlenktrajektorie
”
doppelter Kreisbogen“
• Polynom dritter Ordnung:
y(x) = yH
[
3
(
x
xH
)2
− 2
(
x
xH
)3]
(3.5)
xH = v0
√
6yH
a0
(3.6)
Aus der lateralen Position zu Beginn und zum Ende und der Forderung eines
nicht verdrehten Fahrzeugs in diesen beiden Positionen ergeben sich vier Rand-
bedingungen:
y(0) = 0 y′(0) = 0
y(xH) = yH y
′(xH) = 0 ,
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anhand derer sich die vier Koeﬃzienten des Polynoms dritter Ordnung bestim-
men lassen und auf obige Lo¨sung fu¨hren. Das Kru¨mmungsmaximum liegt an den
Randlagen und somit folgt die beno¨tigte Gesamtstrecke xH aus y′′(0) = y′′(xH) ≈
a0/v
2
0.
• Polynom fu¨nfter Ordnung:
y(x) = yH
[
10
(
x
xH
)3
− 15
(
x
xH
)4
+ 6
(
x
xH
)5]
(3.7)
xH = v0
√
10yH√
3 a0
(3.8)
Es gelten die gleichen Randbedingungen wie beim Polynom dritter Ordnung.
Zusa¨tzlich muss die Kru¨mmung in den Randlagen ebenfalls null sein:
y′′(0) = 0 y′′(xH) = 0 .
Somit ergeben sich zwei weitere, also insgesamt sechs Gleichungen fu¨r die Be-
stimmung der sechs Koeﬃzienten des Polynoms fu¨nfter Ordnung. Die Anpassung
fu¨hrt auf die angegebene Lo¨sung. Die beno¨tigte Strecke xH ergibt sich wiederum
aus dem Kru¨mmungsmaximum, das mittels der Bedingung
κ′(x) ≈ y′′′(x) != 0 (3.9)
bestimmt werden kann.
• Polynom siebter Ordnung:
y(x) = yH
[
35
(
x
xH
)4
− 84
(
x
xH
)5
+ 70
(
x
xH
)6
− 20
(
x
xH
)7]
(3.10)
xH = v0
√
84yH
5
√
5 a0
(3.11)
Das Polynom siebter Ordnung besitzt gegenu¨ber dem Polynom fu¨nfter Ordnung
zwei weitere Koeﬃzienten, fu¨r die zwei zusa¨tzliche Randbedingungen beno¨tigt
werden. Diese werden durch die Forderung der verschwindenden Kru¨mmungsa¨n-
derung in den beiden Randlagen festgelegt, indem die dritte Ableitung ebenfalls
zu null gesetzt wird:
y′′′(0) = 0 y′′′(xH) = 0 .
Die beno¨tigte Strecke xH wird analog zum Polynom fu¨nfter Ordnung bestimmt.
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• Sinus-Rampe:
y(x) = yH
[
x
xH
− 1
2π
sin
(
2πx
xH
)]
(3.12)
xH = v0
√
2πyH
a0
(3.13)
Die Sinus-Rampe ergibt sich aus der U¨berlagerung einer Geraden mit der Sinus-
Funktion u¨ber eine Periodenla¨nge. Die Anpassung der freien Parameter erfolgt
analog zur bisherigen Vorgehensweise, ebenso die beno¨tigte La¨ngsausdehnung xH
anhand der maximalen Querbeschleunigung bzw. des minimalen Kurvenradius.
• Sigmoide:
y(x) =
yH + 2ΔyH
1 + e
α
(
1−2 x
xH
) −ΔyH (3.14)
y′′(x) ≈ 1
r
=
a0
v20
⇒ xH : a0 − v20 y′′(x)
∣∣∣∣
x: y′′′(x)=0
!
= 0 (3.15)
mit: α := log
(
1 +
yH
ΔyH
)
Die Sigmoide stellt in gewisser Weise ein Sonderfall dar, da in den Randlagen die
erste Ableitung nicht null wird, das Fahrzeug also etwas verdreht ausgerichtet
ist. Der Parameter ΔyH korrigiert den lateralen Fehler der Bahn gegenu¨ber der
Hindernisbreite yH . Je gro¨ßer dieser Wert gewa¨hlt wird, desto sta¨rker ist der
Sprung in der Orientierung (Gierwinkel) zu Beginn und am Ende der Bahn.
Im Fall eines stehenden Hindernisses V1 entspricht die beno¨tigte Strecke des Mano¨vers
dem minimalen Abstand xH bis zum Hindernis. Im Fall eines bewegten Hindernisses
verku¨rzt sich diese um die Strecke ΔxV 1, wenn das vorausfahrende Fahrzeug langsamer
ist bzw. verla¨ngert sich, wenn es schneller fa¨hrt. Betrachtet man dazu die Wegla¨nge
s des Ausweichlenkmano¨vers, so ist aufgrund des lang gezogenen Verlaufs (xH  yH)
die Na¨herung
s =
xH∫
x=0
√
dy2 + dx2 =
xH∫
x=0
√
1 + y′(x)2 dx ≈ xH (3.16)
erlaubt. Wa¨hrend der Dauer t = s/v0 ≈ xH/v0 des Ausweichlenkmano¨vers bewegt sich
das Hindernis V1 um die Strecke
ΔxV 1 = vxV 1
s
v0
+
1
2
axV1
(
s
v0
)2
≈ vxV1xH
v0
+
1
2
axV1
(
xH
v0
)2
, (3.17)
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Tabelle 3.1: Vergleich bekannter Ausweichlenktrajektorien (a0 = 9, 81m/s2, v0 =
100 km/h, yH = 1, 8m)
xH
∫ xH
0
κ(x)2dx
∫ xH
0
xκ(x)2dx
∫ xH
0
v2κ(x)2dx
[m] [1/m] [ln (m)] [m/s2]
Doppelter Kreisbogen 23,7 3, 835 · 10−3 4, 550 · 10−2 2, 959
Polynom dritter Ordnung 29,1 1, 553 · 10−3 2, 264 · 10−2 1, 199
Polynom fu¨nfter Ordnung 28,6 2, 352 · 10−3 3, 363 · 10−2 1, 815
Polynom siebter Ordnung 32,6 2, 350 · 10−3 3, 832 · 10−2 1, 813
Sinus-Rampe 29,8 2, 383 · 10−3 3, 554 · 10−2 1, 839
Sigmoide 27,3 2, 154 · 10−3 2, 939 · 10−2 1, 662
Kru¨mmungsopt. Trajektorie 27,9 2, 105 · 10−3 2, 937 · 10−2 1, 624
wodurch sich der berechnete minimale Abstand zum Hindernis um genau diese Strecke
ΔxV 1 reduzieren muss, d. h. das Mano¨ver muss im Abstand
xH 
→ xH −ΔxV 1 = xH
(
1− vxV 1
v0
)
− 1
2
axV 1
(
xH
v0
)2
(3.18)
zum Hindernis beginnen.
In der Zusammenstellung der gebra¨uchlichsten Spurwechsel- bzw. Ausweichlenkma-
no¨ver ist neben dem Verlauf auch die Funktion fu¨r die beno¨tigte Strecke angegeben
und in Tabelle 3.1 fu¨r das Beispielszenario a0 = 9, 81m/s2, v0 = 100 km/h, yH = 1, 8m
berechnet worden. Die letzte Trajektorie
”
kru¨mmungsoptimal“ wird im spa¨teren Ab-
schnitt 3.1.3 speziﬁziert, soll aber bereits an dieser Stelle der Vollsta¨ndigkeit halber
mit aufgefu¨hrt werden, da der Vergleich wieder aufgegriﬀen wird. Die unterschiedli-
chen Verla¨ufe der Trajektorien sind im Bild 3.2 dargestellt. Man erkennt, dass der
”
doppelte Kreisbogen“ die ku¨rzeste Distanz bis zum Hindernis beno¨tigt, wa¨hrend das
Polynom siebter Ordnung noch vor allen anderen Mano¨vern beginnen muss, um eine
Kollision zu vermeiden. Allerdings wird der Distanzvorteil des doppelten Kreisbo-
gens durch Unstetigkeiten im Kru¨mmungsverlauf erkauft, sodass sich auf diesen nicht
zwangsla¨uﬁg als bestes Ausweichlenkmano¨ver schließen la¨sst. Darauf wird im nachfol-
genden Abschnitt 3.1.2 nochmals explizit eingegangen, ebenso wie auf die noch nicht
na¨her erla¨uterten weiteren Bewertungskriterien.
3.1.2 Kru¨mmungsverla¨ufe der bekannten Ausweichlenkmano¨ver
Bei der bisherigen Untersuchung und insbesondere im vorherigen Vergleich der ver-
schiedenen Mano¨vertrajektorien wurde ausschließlich die beno¨tigte Strecke xH be-
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Bild 3.2: Vergleich bekannter Ausweichlenktrajektorien (a0 = 9, 81m/s2, v0 =
100 km/h, yH = 1, 8m)
wertet. Tatsa¨chlich unterscheiden sich die Trajektorien aber in einem wesentlichen
Merkmal, na¨mlich der Stetigkeit der Kru¨mmung, was na¨herungsweise mit der Ste-
tigkeit im Querbeschleunigungsverlauf gleichgesetzt werden darf. Im Hinblick auf das
Fahren der Bahn ist es nicht mo¨glich, Spru¨nge in der Querbeschleunigung zu realisie-
ren, sondern aufgrund der Limitierungen durch das dynamische System
”
Fahrzeug“
muss ein stetiger Verlauf der Kru¨mmung und ein maximaler Kru¨mmungsgradient, der
sich maßgeblich aus dem Antwortverhalten ergibt, gefordert werden.
Dieser Forderung widerspricht leider der doppelte Kreisbogen, denn dieser weist zu
Beginn, beim Richtungswechsel und am Ende jeweils einen Sprung in der Querbe-
schleunigung auf. Auch die na¨chstbeste Lo¨sung, die Sigmoide besitzt im Start- und
Endpunkt einen Kru¨mmungssprung. Daru¨ber hinaus weist sie eine Fehlausrichtung
zur urspru¨nglichen Fahrtrichtung zu Beginn und zum Ende hin auf, obwohl sie durch
ihren glatten Verlauf und der beno¨tigten kurzen Distanz auﬀa¨llt. Die Kru¨mmung des
Polynoms dritter Ordnung beginnt und endet ebenfalls mit einem Sprung. Nur die
Polynome fu¨nfter und siebter Ordnung, sowie die Sinus-Rampe und die kru¨mmungs-
optimierte Trajektorie sind hingegen stetig in ihrem Kru¨mmungsverlauf, der im Start-
und Endpunkt null ist. Die kru¨mmungsoptimierte Trajektorie beno¨tigt die ku¨rzeste
Strecke bis zum Hindernis von allen kru¨mmungsstetigen Bahnen und empﬁehlt sich
aus diesem Grund. Sie wird im nachfolgenden Abschnitt 3.1.3 hergeleitet und genauer
beschrieben. Im Bild 3.2 sind die Bahnverla¨ufe der verschiedenen Trajektorien fu¨r das
Beispielszenario bereits gezeichnet worden. Die unstetigen Kru¨mmungsverla¨ufe lassen
sich optisch jedoch nicht erkennen. Lediglich das Polynom dritter Ordnung fa¨llt auf,
da es deutlich schra¨ger und spitzwinkliger verla¨uft und u¨ber mehrere andere Bahnen
hinweg la¨uft, was seine Ursache im nachfolgenden Sachverhalt hat.
Bekanntlich versucht ein mechanisches System stets, seine potenzielle Energie zu mi-
nimieren. Betrachtet man einen gebogenen Stab, so ist dieser bestrebt, eine Form
33
3 Ideales Ausweichmano¨ver fu¨r ein einzelnes Hindernis
einzunehmen, in der die im Stab gespeicherte potenzielle Energie minimal wird. Fu¨r
einen nicht auf Zug oder Torsion belasteten gebogenen Stab ergibt sich diese Energie
zu [Gro09]:
W =
1
2
∫
M(x)2
CI
dx . (3.19)
Ohne na¨her auf die physikalischen Hintergru¨nde einzugehen, beschreiben die Gro¨ßen
M(x) das Biegemoment und EI die Biegesteiﬁgkeit, die sich aus dem Elastizita¨tsmodul
E und dem Fla¨chentra¨gheitsmoment I zusammensetzt. Fu¨r die Kru¨mmung κ(x) der
Biegelinie y(x) gilt:
κ(x) = −M(x)
EI
. (3.20)
Anhand der beiden Gleichungen (3.19) und (3.20) folgt fu¨r die potenzielle Energie ein
Integral u¨ber das Quadrat der Kru¨mmung. Unter Vernachla¨ssigung der konstanten
Biegesteiﬁgkeit, die fu¨r eine qualitative Bewertung unbedeutend ist, la¨sst sich das
Bewertungsmaß [Sle97]
J =
xH∫
x=0
κ(x)2 dx (3.21)
motivieren, da es entsprechend dem physikalischen Analogon ein Maß fu¨r die
”
Ge-
schmeidigkeit“ des Verlaufs ist. Der Vergleich in Tabelle 3.1 entha¨lt bereits die nume-
rischen Werte fu¨r dieses Bewertungsmaß. Das Polynom dritter Ordnung besitzt den
niedrigsten Wert. Die lineare Gewichtung u¨ber den Verlauf als weiteres Kriterium
bewertet die Kru¨mmung zum Ende des Mano¨vers sta¨rker als zu Beginn. Das mit der
Position oder dem Quadrat der Geschwindigkeit gewichtete Kru¨mmungsquadrat als
Integrand bietet sich insbesondere bei nichtsymmetrischen Verla¨ufen bezu¨glich des
Umlenkpunkts und bei Mano¨vern mit Bremseingriﬀ an, da die Querbeschleunigung
in Abha¨ngigkeit von der Geschwindigkeit auf unterschiedliche Kru¨mmungen fu¨hrt. So
wa¨re es beispielsweise wu¨nschenswert, die Lenkbewegung zu Beginn des Mano¨vers bei
ho¨herer Geschwindigkeit sta¨rker zu gewichten als im spa¨teren Verlauf. Beide Gewich-
tungen wirken sich aufgrund der Symmetrie und der konstanten Geschwindigkeit an
dieser Stelle jedoch nicht aus.
3.1.3 Kru¨mmungsoptimierte Ausweichlenktrajektorie
Zieht man das zuvor beschriebene Analogon heran und betrachtet einen eingespann-
ten Stab, der am anderen Ende mit einer Last F beaufschlagt wird, so ergibt sich
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mit der Momentenverteilung M(x) = Fx und der bekannten Na¨herung (3.1) aus Glei-
chung (3.20)
y′′(x) = −Fx
EI
(3.22)
der mathematische Ansatz fu¨r den Bahnverlauf. Durch zweimalige Integration folgt
ein Polynom dritter Ordnung mit vier unbekannten Parametern
y(x) = p3x
3 + p2x
2 + p1x+ p0 (3.23)
fu¨r die
”
geschmeidigste“ Bahn, deren Koeﬃzienten mithilfe der Randbedingungen
y(0) = p0
!
= 0 y(xH) = p2x
2
H + p3x
3
H
!
= yH
y′(0) = p1
!
= 0 y′(xH) = 2p2xH + 3p3x2H
!
= 0
}
⇒ p2 = 3
yH
x2H
p3 = −2 yHx3H
(3.24)
angepasst werden und auf die Form entsprechend Gleichung (3.5) fu¨hren. Folglich
kann es keine andere Ausweichlenktrajektorie geben, deren Integral u¨ber das Kru¨m-
mungsquadrat einen niedrigeren Wert aufweist, vgl. Tabelle 3.1. Aus dem Verlauf der
Kru¨mmung κ(x)
κ(x) ≈ y′′(x) = 6yH
(
1− 2 x
xH
)
(3.25)
ist ein Sprung im Start- und im Endpunkt sofort ersichtlich. Mittels einer Exponen-
tialfunktion kann dieser Sprung ein- bzw. ausgeblendet werden:
Start : f1(x) = 1− e
−x
c0 (3.26)
Ende : f2(x) = 1− e
x−xH
c0 . (3.27)
Der Parameter c0 variiert die Ausdehnung des U¨bergangs, der fu¨r die Strecke 5c0
na¨herungsweise abgeschlossen ist:
f1(0) = 0 f2(x < xH − 5c0) ≈ 1
f1(x > 5c0) ≈ 1 f2(xH) = 0 .
Multipliziert man nun den Kru¨mmungsverlauf aus Gleichung (3.25) mit den Ter-
men (3.26), (3.27), so ergibt sich eine Ausweichlenktrajektorie, die den
”
geschmeidi-
gen“ Verlauf des Polynoms dritten Grads mit der geforderten Stetigkeit der Kru¨m-
mung kombiniert:
0 ≤ x ≤ xH : κ(x) ≈ y′′(x) = κ0
(
1− 2 x
xH
)(
1− e− xc0
)(
1− e
x−xH
c0
)
. (3.28)
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Bild 3.3: Kru¨mmungsverlauf fu¨r Variierung von c0 = 0..∞ (a0 = 9, 81m/s2, v0 =
100 km/h, yH = 1, 8m)
Der Parameter c0 beeinﬂusst gleichzeitig die Steigung des Kru¨mmungsverlaufs in den
Randpunkten. Die zweimalige Integration der Gleichung (3.28) ist zwar aufwa¨ndig,
jedoch analytisch lo¨sbar. Man erha¨lt schlussendlich den Verlauf der Ausweichlenktra-
jektorie entsprechend Gleichung (3.29), sowie die Lo¨sungen fu¨r die an die gegebenen
Randbedingungen angepassten freien Parameter c0, c1, c2 und κ0. Prinzipiell kann der
Parameter c0 zwischen null und unendlich beliebig gewa¨hlt werden. Fu¨r die Grenz-
wertbetrachtung c0 → 0 laufen die Exponentialanteile in (3.29) gegen null und die
Terme mit c0 im Nenner von κ0 fallen heraus. Erwartungsgema¨ß erha¨lt man nun wie-
der den bekannten Verlauf des Polynoms dritter Ordnung aus Gleichung (3.5), da die
Terme (3.26), (3.27) in Gleichung (3.28) gegen eins laufen. Nicht trivial ist hingegen
der Grenzu¨bergang c0 → ∞, da κ0 abha¨ngig von c0 ist und die Grenzwertbetrachtung
in der Kru¨mmung (3.28) und in der Bahn (3.29) auf die Form 0∞ fu¨hrt, die aber mit-
hilfe der Reihendarstellung der Exponentialfunktion durchgefu¨hrt werden kann. Als
Lo¨sung erha¨lt man interessanterweise ein Polynom fu¨nfter Ordnung. Die Rechnung
soll an dieser Stelle entfallen und stattdessen graﬁsch veranschaulicht werden. Nimmt
man den Kru¨mmungsverlauf nach Gleichung (3.28) und die Parametrierung fu¨r κ0
entsprechend Gleichung (3.29) heran und variiert den Parameter c0, so erha¨lt man
den qualitativen Verlauf wie er im Bild 3.3 dargestellt ist. U¨ber die Variation von c0
ergibt sich ein Minimum der Amplitude von κ(x). Fu¨r die Bestimmung von c0 la¨sst
sich die notwendige Bedingung ∂κ0/∂c0 = 0 leider nur numerisch lo¨sen und fu¨hrt auf
den angegebenen Wert. Mithilfe der weiteren Integrationskonstanten c1 und c2 kann
der Verlauf an die gegebenen Randbedingungen yH , a0 angepasst werden. Die Be-
schleunigung a0 darf entsprechend dem Zusammenhang (3.2) im Maximum von κ(x)
nicht u¨berschritten werden, daraus la¨sst sich die beno¨tigte La¨ngsausdehnung xH des
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Ausweichlenkmano¨vers ableiten, sie ist jedoch nur noch numerisch bestimmbar. Dies
fu¨hrt auf Gleichung (3.30).
y(x) = c1x+ c2 + κ0
[(
1 + e
−xH
c0
)(1
2
− x
3xH
)
x2 + 4
c30
xH
(
e
− x
c0 − e
x−xH
c0
)
(3.29)
− c20
(
1− 2 x
xH
)(
e
− x
c0 + e
x−xH
c0
)]
xH ≈ 2, 345261 v0
√
yH
a0
(3.30)
mit:
c0 ≈ 0, 075898 xH
c1 := κ0c0
[
2
c0
xH
(
1 + e
−xH
c0
)
−
(
1− e−
xH
c0
)]
c2 := κ0c
2
0
[(
1 + e
−xH
c0
)
− 4 c0
xH
(
1− e−
xH
c0
)]
κ0 :=
6yH(
24c20 + x
2
H
) (
1 + e
−xH
c0
)
− 6 (8c20 + x2H) c0xH (1− e−xHc0 )
Der Ansatz zur Berechnung der Trajektorie u¨ber die Ein- bzw. Ausblendung des unste-
tigen Kru¨mmungsverlaufs des Polynoms dritter Ordnung mag willku¨rlich erscheinen,
insbesondere aufgrund der nur numerisch angebbaren Parameter c0 und xH , tatsa¨ch-
lich stellt sie aber im Vergleich zu den u¨brigen vorgestellten Trajektorien diejenige
dar, die bei geforderter Stetigkeit der Kru¨mmung die ku¨rzeste Distanz xH fu¨r das Ma-
no¨ver beno¨tigt und den kleinsten Wert im Sinne des Integralkriteriums (3.21) nach
dem Polynom dritter Ordnung aufweist, vgl. Tabelle 3.1 und Bild 3.2. Nachteilig fu¨r
die beschriebene Trajektorie ist jedoch, dass sie im Vergleich zu einer Ausweichlenkt-
rajektorie in Form eines Polynoms oder einer Sinus-Rampe deutlich komplizierter zu
berechnen ist. Die Anpassung der Sigmoide an die gegebenen Randbedingungen ist
aber ebenfalls mit nicht unerheblichem rechnerischen Aufwand verbunden und kann
nur numerisch gelo¨st werden, auch wenn die Bahn selbst sehr kompakt beschreibbar
ist. Des Weiteren bleibt abschließend die Frage oﬀen, ob es nicht noch weitere, un-
bekannte Ausweichlenktrajektorien gibt, die eine ku¨rzere Distanz zum Hindernis bei
gegebener Kru¨mmungsstetigkeit als die bisher bekannten beno¨tigen.
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3.2 Ausweichmano¨ver mit kombiniertem
Brems-Lenkeingriﬀ
Bisher sind ausschließlich Ausweichlenkmano¨ver untersucht worden. Aus den darge-
stellten Kru¨mmungsverla¨ufen wird jedoch deutlich, dass das zur Verfu¨gung stehende
Querbeschleunigungspotenzial und die damit u¨bertragbare Kraft nur in relativ kur-
zen Zeitra¨umen im Verha¨ltnis zur Mano¨verdauer voll ausgescho¨pft werden. Durch
eine Nutzung des gesamten maximal u¨bertragbaren Beschleunigungspotenzial u¨ber
den vollen Zeitraum des Mano¨vers, indem ein paralleler Bremseingriﬀ erfolgt, kann
gezeigt werden, dass sich Ausweichmano¨ver mit noch ku¨rzerem Streckenbedarf ﬁnden
lassen.
3.2.1 Ausweichmano¨ver auf Basis der Extremaltrajektorie
Das letztmo¨gliche Kollisionsvermeidungsmano¨ver entsprechend Gleichung (2.40) la¨sst
sich zu einem vollsta¨ndigen Ausweichmano¨ver erweitern, indem die Trajektorie im An-
schluss durch eine Beschleunigung in negative y-Richtung fortgesetzt wird, sodass am
Ende des Mano¨vers das Egofahrzeug wieder in die urspru¨ngliche Richtung orientiert
ist [Sch05]. Bei einem isotropen Beschleunigungsvermo¨gen ergibt sich der Umlenk-
punkt (x1, y1) zum Zeitpunkt t1 fu¨r ein stehendes oder mit der Geschwindigkeit vxV 1
konstant bewegtes Hindernis zu:
x1 =
1
2
a0 cos ζ1t
2
1 + (v0 − vxV 1) t1 (3.31)
y1 =
1
2
a0 sin ζ1t
2
1 . (3.32)
Mit der noch zu bestimmenden Beschleunigungsrichtung ζ1 besitzt das Egofahrzeug
im Umlenkpunkt (x1, y1) die Relativgeschwingdigkeit:
v1x = a0 cos ζ1t1 + (v0 − vxV 1) (3.33)
v1y = a0 sin ζ1t1 . (3.34)
Die sich ergebende Trajektorie zeigt Bild 3.4. Anhand der Darstellung wird oﬀensicht-
lich, dass die Beschleunigung fu¨r das Zuru¨cklenken im zweiten Teil des Ausweichma-
no¨vers exakt in negative y-Richtung weisen muss. Nur dann wird das Egofahrzeug
im Passierungspunkt des Hindernisses so auf die Einhu¨llende der Aufenthaltsgebiete
gefu¨hrt, dass es wieder in die urspru¨ngliche Richtung orientiert ist:
a2x = 0 ∧ a2y = −a0 . (3.35)
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Bild 3.4: Ausweichmano¨ver basierend auf der Extremaltrajektorie
Mithilfe des Gierwinkels ψ1 = ζ1 − π2 im Umlenkpunkt la¨sst sich leicht ablesen, dass
im zweiten Segment des Ausweichmano¨vers fu¨r die Beschleunigungsrichtung ζ2
ζ2 = −ζ1 (3.36)
gelten muss. Der Endpunkt des Ausweichmano¨vers (x2, y2) zum Zeitpunkt t1+ t2 folgt
zu:
x2 = x1 + v1xt2 (3.37)
y2 = y1 + v1yt2 − 1
2
a0t
2
2 , (3.38)
wa¨hrend am Ende des Mano¨vers sich die Geschwindigkeit zu
v2x = v1x (3.39)
v2y = v1y − a0t2 (3.40)
ergibt. Da das Egofahrzeug zum Schluss wieder in die urspru¨ngliche Richtung fahren
muss, gilt ferner:
v2y = 0 ∧ y2 = yH , (3.41)
sodass mittels Gleichung (3.34) der Zusammenhang
t2 = t1 sin ζ1 (3.42)
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resultiert. Daraus la¨sst sich mittels Gleichung (3.38) der Zeitpunkt t1 berechnen:
y2
!
= yH =
1
2
a0 sin ζ1t
2
1︸ ︷︷ ︸
y1
+ a0 sin ζ1t1︸ ︷︷ ︸
v1y
sin ζ1t1︸ ︷︷ ︸
t2
− 1
2
a0 sin
2 ζ1t
2
1︸ ︷︷ ︸
t22
(3.43)
...
⇒ t1 =
√
2yH
a0 sin ζ1 (1 + sin ζ1)
. (3.44)
Der zu minimierende Abstand zum Hindernis xH unter der Beschleunigungsrichtung ζ1
bestimmt sich anschließend:
x2
!
= xH =
1
2
a0 cos ζ1t
2
1 + (v0 − vxV 1) t1︸ ︷︷ ︸
x1
+ (a0 cos ζ1t1 + v0 − vxV 1)︸ ︷︷ ︸
v1x
sin ζ1t1︸ ︷︷ ︸
t2
(3.45)
...
xH = (v0 − vxV 1)
√
2yH (1 + sin ζ1)
a0 sin ζ1
+ yH
cos ζ1
sin ζ1
1 + 2 sin ζ1
1 + sin ζ1
. (3.46)
Als notwendige Bedingung zur Minimierung des Hindernisabstands xH und der Be-
stimmung des optimalen Winkels ζopt muss die erste Ableitung nach ζ1 null sein:
ζopt :
∂xH
∂ζ1
!
= 0 . (3.47)
Daraus ergibt sich eine Bestimmungsgleichung, die nur noch numerisch lo¨sbar ist:
(v0 − vxV 1) − cos ζopt
sin2 ζopt
√
yH sin ζopt
2a0 (1 + sin ζopt)
+4yH
sin ζopt − 1− sin ζopt cos2 ζopt
sin2(2ζopt)
= 0 . (3.48)
Mit der so berechneten optimalen Beschleunigungsrichtung folgt die Trajektorie des
Ausweichmano¨vers schlussendlich zu:
t ≤ t1 : x(t) = 1
2
a0 cos ζoptt
2 + v1t (3.49)
y(t) =
1
2
a0 sin ζoptt
2 (3.50)
t > t1 : x(t) = (v1 + a0 cos ζoptt1) t− 1
2
a0 cos ζoptt
2
1 (3.51)
y(t) =
1
2
a0
(
sin ζoptt1t− (t− t1)2
)
. (3.52)
Die gefundene Trajektorie stellt die Erweiterung der Extremaltrajektorie zu einem
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vollsta¨ndigen Spurwechsel dar und weist somit ebenfalls die bekannten Unstetigkei-
ten der Kru¨mmung zu Beginn und am Ende, sowie zusa¨tzlich im Umlenkpunkt auf.
Folglich existieren drei Kru¨mmungsspru¨nge im Verlauf der Trajektorie.
3.2.2 Ausweichmano¨ver auf Basis eines Optimierungsansatzes
Obwohl die Problemstellung zur Berechnung des Kollisionsvermeidungs- und Aus-
weichmano¨vers eingangs trivial erschienen sein mag und eventuell eine nahe liegende
Lo¨sung vermutet wurde, wird oﬀensichtlich, dass sich die Berechnung der letztmo¨gli-
chen Trajektorie unter Ausnutzung der maximal verfu¨gbaren Beschleunigung deutlich
komplexer gestaltet. Im Folgenden wird der Versuch unternommen, das letztmo¨gliche,
ideale Ausweichmano¨ver vor einem Hindernis mithilfe eines Optimierungsverfahrens
zu bestimmen. Dies ist mit Hinblick auf die unmittelbare Erkennung eines kritischen
Verkehrsszenarios im praktischen Einsatz aufgrund der Sicherstellung der Konvergenz
der Lo¨sung und der verfu¨gbaren Rechenleistung zwar kritisch zu hinterfragen, es ko¨n-
nen aber anhand der Untersuchung entscheidende Erkenntnisse abgeleitet werden.
Zur Beschreibung des letztmo¨glichen Ausweichmano¨vers als ein Optimierungsproblem
muss zuna¨chst die Trajektorie in einer geeigneten Form dargestellt werden. Dazu wer-
den n+1 Punkte (ti, ζi) deﬁniert, die den Verlauf des Beschleunigungswinkels ζ(t) u¨ber
der Zeit t beschreiben, wie es Bild 3.5 verdeutlicht. Zwischen diesen Stu¨tzstellen wird
linear interpoliert, wobei die Zeitpunkte ti nicht zwangsla¨uﬁg a¨quidistant sein mu¨s-
sen, denn leider ist vorab nicht bekannt, welche Zeit tn insgesamt fu¨r das Ausweich-
mano¨ver beno¨tigt wird. Um einerseits einen zufrieden stellenden und ausreichenden
Detaillierungsgrad zu gewa¨hrleisten und um andererseits den Rechenaufwand und die
Bild 3.5: Verlauf des Beschleunigungswinkels zur Formulierung des
Optimierungsproblems
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Iterationsschritte in Grenzen zu halten, ko¨nnen die Zeitpunkte ti nicht a-priori festge-
legt werden, sondern mu¨ssen im Zuge des Optimierungsverfahrens verschiebbar sein.
La¨sst man das Mano¨ver zum Zeitpunkt null beginnen, so ergeben sich 2n+ 1 Werte,
die im Vektor z zusammengefasst werden:
z ∈  2n+1 : z = ( t1 t2 t3 . . . tn | ζ0 ζ1 ζ2 . . . ζn )′ . (3.53)
Aus dem Beschleunigungswinkel (ti, ζi) ergeben sich die Stu¨tzstellen ax(ti) und ay(ti)
fu¨r die Verla¨ufe der Beschleunigungen in La¨ngs- und Querrichtung zu:
ax(ti) = ai x = a0 cos ζi (3.54)
ay(ti) = ai y = a0 sin ζi . (3.55)
Aufgrund der Periodizita¨t der Sinus- und Cosinus-Funktion darf sich der Beschleuni-
gungswinkel ζi nur im Bereich zwischen null und 2π bewegen. Diese Randbedingung
la¨sst sich anhand der gewonnenen Erkenntnisse zur Kollisionsvermeidung und bezu¨g-
lich der Fahrerakzeptanz scha¨rfer eingrenzen, indem nur eine negative Beschleunigung,
also ausschließlich ein bremsender Eingriﬀ wa¨hrend des Ausweichmano¨vers zugelassen
wird:
π
2
≤ ζi ≤ 3π
2
. (3.56)
Eine gu¨ltige Lo¨sung bedingt ferner, dass die Zeitpunkte ti streng monoton steigend
sind:
0 < t1 < t2 < . . . < tn−1 < tn . (3.57)
Daru¨ber hinaus la¨sst sich die Konvergenz des Optimierungsverfahrens verbessern,
wenn ein Mindestabstand Δt zwischen zwei direkt aufeinander folgenden Zeitpunkten
eingehalten wird:
ti − ti−1 ≥ Δt . (3.58)
Die Geschwindigkeit in y-Richtung la¨sst sich durch numerische Integration auf Basis
der Trapezformel recht einfach bestimmen:
vy(ti) = vi y =
i∑
j=1
aj y + a(j−1) y
2
(tj − tj−1)
=
1
2
ai y ti +
1
2
i∑
j=1
(
a(j−1) y tj − aj y tj−1
)
. (3.59)
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Die La¨ngsgeschwindigkeit ergibt sich analog unter Beru¨cksichtigung der Startgeschwin-
digkeit v0. Am Ende des Ausweichmano¨vers soll das Fahrzeug wieder in die urspru¨ng-
liche Richtung fahren, sodass die Gleichung
vy(tn) = vn y = 0 (3.60)
fu¨r die laterale Geschwindigkeit erfu¨llt sein muss. Die laterale Position erha¨lt man
durch nochmalige numerische Integration der Geschwindigkeit nach gleichem Schema:
y(ti) = yi =
1
2
vi y ti +
1
2
i∑
j=1
(
v(j−1) y tj − vj y tj−1
)
. (3.61)
Am Ende des Ausweichmano¨vers muss wiederum die Zwangsbedingung
y(tn) = yn = yH (3.62)
eingehalten werden, die sich unmittelbar aus der vorherigen numerischen Integra-
tion formulieren la¨sst. Da mithilfe des Optimierungsverfahrens unter Variation der
Beschleunigungsrichtung die insgesamt beno¨tigte Strecke des Ausweichmano¨vers bis
zum Hindernis zu minimieren ist, ergibt sich die Zielfunktion aus dem zuru¨ckgelegten
Weg xn zum Zeitpunkt tn, deren Berechnung analog zu Gleichung (3.61) erfolgt:
min
z∈ 
{xH(z)} mit : xH = xn = 1
2
vnx tn +
1
2
n∑
i=1
(
v(i−1)x ti − vi x ti−1
)
. (3.63)
Unter Beru¨cksichtigung der zuvor beschriebenen Nebenbedingung la¨sst sich das Op-
timierungsproblem in Gleichung (3.65) zusammenfassen. Dabei soll das Fahrzeug das
Hindernis am Ende des Mano¨vers passieren. Soll hingegen bereits in der ersten Lenk-
bewegung am Hindernis vorbei gefahren werden, so mu¨ssen die Nebenbedingung und
die Zielfunktion
y(ti < tn) = yi = yH ∧ min
z∈ 
{xi(z)} (3.64)
angepasst werden. Die geforderte Orientierung zum Ende des Mano¨vers bei xn bleibt
jedoch unvera¨ndert. Weitere Details und Berechnungsvorschriften zur Lo¨sung dieses
und a¨hnlicher konvexer Optimierungsprobleme ﬁnden sich in [Ant07] und [Boy09].
Der Berechnungsalgorithmus fu¨r dieses Problem wird in [Col96] na¨her erla¨utert.
Im Bild 3.6 ist ein Beispielszenario fu¨r eine Geschwindigkeit von v0 = 100 km/h und
eine Hindernisbreite von yH = 1, 8m untersucht und das letztmo¨gliche Ausweich-
mano¨ver berechnet worden. Dabei erwies sich eine Wahl von zehn Stu¨tzstellen als
gu¨nstig bezu¨glich Konvergenz, Geschwindigkeit und zu erwartendem Verlauf. Wird
die Anzahl der Stu¨tzstellen deutlich gro¨ßer gewa¨hlt (n ≥ 20), so neigt die Lo¨sung
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Optimierungsproblem:
min
z∈ 
{xn(z)} (3.65)
  =
{
z ∈  2n+1
∣∣∣∣ ti = zi : 0 < zi , i = 1 . . . nζi−n−1 = zi : π2 ≤ zi ≤ 3π2 , i = (n+ 1) . . . (2n+ 1)
}
Zielfunktion:
xn(z) =
1
2
zn vnx +
1
2
n∑
i=1
(
zi v(i−1)x − zi−1 vi x
)
Nebenbedingungen:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1 0 0 · · · 0 0
1 −1 0 0 0
0 1 −1 0 0
...
. . . . . .
...
...
. . . −1 0
0 0 0 1 −1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
O(n,n+1)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
z1
...
zn
zn+1
...
z2n+1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≤ −
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Δt
Δt
Δt
...
Δt
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
zn sin z2n+1 +
n∑
i=1
(
zi sin zn+i − zi−1 sin z(n+1)+i
)
= 0 mit : z0 = 0
vn y zn +
n∑
i=1
(
v(i−1) y zi − vi y zi−1
)
= 2yH
Hilfsfunktionen:
vi x =
a0
2
zi cos z(n+1)+i +
a0
2
i∑
j=1
(
zj cos zn+j − zj−1 cos z(n+1)+j
)
+ v0
vi y =
a0
2
zi sin z(n+1)+i +
a0
2
i∑
j=1
(
zj sin zn+j − zj−1 sin z(n+1)+j
)
mit : z0 = 0
zu Oszillationen und Spru¨ngen im Verlauf, da der Einﬂuss eines jeden einzelnen zu
optimierenden Parameters auf die Zielfunktion deutlich abnimmt und im gradienten-
basierten Optimierungsalgorithmus Konvergenzprobleme auftreten. Fu¨r eine große
Anzahl an Optimierungsparametern bieten sich zwar evolutiona¨re Algorithmen an.
Diese bleiben fu¨r gewo¨hnlich nicht in lokalen Minima ha¨ngen und arbeiten deutlich
besser auf stark nichtlinearen und insbesondere unstetigen Zielfunktionen. Demge-
genu¨ber sind sie allerdings auch deutlich langsamer [Ger04]. Da sich jedoch zeigte,
dass die Anzahl an Stu¨tzstellen von n < 20 vollkommen ausreichend ist, wird nicht auf
diese Algorithmen zuru¨ckgegriﬀen. In der dargestellten Lo¨sung erkennt man deutlich,
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Bild 3.6: Beschleunigungsverlauf wa¨hrend des optimalen Ausweichmano¨vers (a0 =
9, 81m/s2, v0 = 100 km/h, yH = 1, 8m)
dass das Mano¨ver nicht mit einem reinen Lenkeingriﬀ beginnt, sondern der Beschleu-
nigungswinkel zu Beginn eine Bremskomponente besitzt (ζ0 ≈ 110◦). Erst zum Schluss
des Mano¨vers geht die Beschleunigungsrichtung in eine reine Lenkbewegung in nega-
tive y-Richtung (ζn ≈ 270◦) u¨ber, so wie es auch im vorherigen Abschnitt 3.2.1 bei
der Berechnung der Ausweichtrajektorie auf Basis der Aufenthaltskreise geschehen
ist. Der Verlauf der La¨ngs- und der Querbeschleunigung zwischen den Stu¨tzstellen
ist erwartungsgema¨ß nichtlinear aufgrund der Cosinus- bzw. Sinus-Abha¨ngigkeit der
Beschleunigungen vom Winkel ζ.
3.2.3 Ausweichmano¨ver auf Basis der Arkustangens-Funktion
Interessanterweise la¨sst sich der Verlauf des ermittelten Beschleunigungswinkels ζ sehr
gut durch eine Arkustangens-Funktion approximieren, wie es im Bild 3.6 durch die
Kurve ζﬁtted bereits angedeutet ist. Diese erstaunlich gute Approximation gilt nicht
nur fu¨r diesen speziellen Fall, sondern ist generell fu¨r unterschiedliche Hindernisbrei-
ten, Geschwindigkeiten und isotrope Beschleunigungen mo¨glich. Beispielhaft wird im
Bild 3.7 fu¨r eine Geschwindigkeit von v0 = 100 km/h die Hindernisbreite variiert und
das Ausweichmano¨ver auf Basis des Optimierungsansatzes berechnet. Anschließend
wird die Modellfunktion
ζ(t) = π + arctan (c1 (t− t0)) + c0 (3.66)
in den Verlauf eingepasst. Wa¨hrend die beiden Parameter c0 und t0 den Mittelpunkt
der Arkustangens-Funktion verschieben, kann u¨ber den Versta¨rkungsfaktor c1 der Ver-
lauf gestreckt oder gestaucht werden. Als viertes bestimmt der noch einzufu¨hrende
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Bild 3.7: Approximation des Beschleunigungswinkelverlaufs wa¨hrend des optimalen
Ausweichmano¨vers (a0 = 9, 81m/s2, v0 = 100 km/h)
Parameter tn die Gesamtdauer des Mano¨vers. Deﬁniert man den Approximations-
fehler R der Modellfunktion (3.66) bezu¨glich der durch das Optimierungsverfahren
bestimmten Stu¨tzstellen ζi als Summe der Fehlerquadrate:
R :=
n∑
i=0
1
n
(
ζ(ti)− ζi
)2
, (3.67)
so ergibt sich fu¨r weite Bereiche der Geschwindigkeit (35 km/h ≤ v0 ≤ 100 km/h) und
der Hindernisbreite (0, 5m ≤ yH ≤ 4m) ein Fehler R, der deutlich kleiner als 0, 001 rad2
ist. Nur im Bereich sehr schmaler Hindernisse ist dieser Fehler etwas vergro¨ßert. Dies
la¨sst sich anschaulich dadurch erkla¨ren, dass der Beschleunigungswinkel ζ im Bereich
des Richtungswechsels sehr steil verlaufen muss und der anteilige Bremseingriﬀ zu
Beginn fast nicht mehr vorhanden ist (ζ(0) → π/2 bzw. 90◦). In diesen Konstellatio-
nen konvergiert das Optimierungsverfahren merklich schlechter und der Verlauf der
Stu¨tzstellen neigt zu lokalen Oszillationen, sodass letztlich die Ursache fu¨r den gro¨-
ßeren Approximationsfehler in den suboptimalen Stu¨tzstellen liegt. Betrachtet man
zur quantitativen Einordnung dieses Werts nochmals die geﬁttete Arctan-Kurve in
Bild 3.6, die den Verlauf der Stu¨tzstellen a¨ußerst gut widerspiegelt, so ergibt sich
fu¨r diese bei der gleichen Anzahl n Stu¨tzstellen ein Fehler von R = 0, 00131 rad2, was
einem mittleren Fehler im Winkel Δζ =
√R von etwa 2◦ entspricht und der Ap-
proximationsfehler defacto vernachla¨ssigt werden kann. Im Folgenden soll daher die
Anpassung der Modellfunktion an das Ausweichszenario erla¨utert werden.
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Anhand der Beschleunigungsrichtung ζ ergibt sich die Zerlegung in La¨ngs- und Quer-
richtung:
ax(t) = a0 cos ζ(t) = −a0 cos
(
arctan (c1 (t− t0)) + c0
)
(3.68)
ay(t) = a0 sin ζ(t) = −a0 sin
(
arctan (c1 (t− t0)) + c0
)
. (3.69)
Mit den bekannten Umrechnungen zwischen den trigonometrischen Funktionen im
vorliegenden Gu¨ltigkeitsbereich [−π2 , π2 ]
sinα =
tanα√
1 + tan2 α
cosα =
1√
1 + tan2 α
(3.70)
lassen sich die Beschleunigungen unter Zuhilfenahme der Additionstheoreme umfor-
men:
ax(t) = −a0 −c1(t− t0) sin c0 + cos c0√
1 + c21(t− t0)2
(3.71)
ay(t) = −a0 c1(t− t0) cos c0 + sin c0√
1 + c21(t− t0)2
. (3.72)
Durch Integration der lateralen Beschleunigung ergibt sich die Geschwindigkeit vy
zu:
vy(t) = −a0
t∫
0
c1(τ − t0) cos c0 + sin c0√
1 + c21(τ − t0)2
dτ
= −a0
c1
[
cos c0
√
1 + c21(τ − t0)2 + sin c0Arsinh (c1(τ − t0))
]t
τ=0
...
=
a0
c1
[
cos c0
(√
1 + c21t
2
0 −
√
1 + c21(t− t0)2
)
(3.73)
− sin c0
(
Arsinh(c1(t− t0)) + Arsinh(c1t0)
)]
.
Am Ende des Ausweichmano¨vers muss das Egofahrzeug wieder in die urspru¨ngliche
Richtung orientiert sein, ergo muss vy(tn) = 0 gelten, woraus sich der Parameter c0
relativ leicht bestimmen la¨sst:
vy(tn)
!
= 0 ⇒ c0 = arctan
⎛⎝
√
1 + c21t
2
0 −
√
1 + c21(tn − t0)2
Arsinh(c1(tn − t0)) + Arsinh(c1t0)
⎞⎠ . (3.74)
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Leider sind die weiteren Randbedingungen nicht mehr analytisch auswertbar. Die Be-
rechnung der lateralen Position aus der nochmaligen Integration von Gleichung (3.74)
und Gleichsetzen von yH ist zwar noch problemlos mo¨glich, nicht jedoch die Auﬂo¨-
sung nach einem der oﬀenen Parameter. Ebenso ist die Berechnung der La¨ngspo-
sition x(t) durch zweimalige Integration von Gleichung (3.71) unproblematisch, das
Minimum von x(tn) hingegen nur noch numerisch zu bestimmen. Daher verbleibt ein
nichtlineares Gleichungssystem hinsichtlich der drei Unbekannten t0, tn und c1, das
beispielsweise mit einem Optimierungsverfahren numerisch ausgewertet werden kann.
Die Formulierung la¨sst jedoch Unstetigkeiten in der Beschleunigung zu Beginn und
zum Ende des Mano¨vers zu. Bevor die Problemstellung daher um die Vermeidung der-
selbigen erweitert und zusammenfassend dargestellt wird, soll zuna¨chst der Nutzen
gegenu¨ber einem reinen Bremseingriﬀ bewertet werden.
3.2.4 Nutzenbewertung des optimalen Ausweichmano¨vers auf
Basis der Arkustangens-Funktion
Leider ist eine kompakte mathematische Beschreibung der Ausweichtrajektorie nicht
mehr gegeben. Die Beantwortung der Frage nach dem letztmo¨glichen Mano¨ver soll da-
her graﬁsch erfolgen. Dazu ist im Bild 3.8 fu¨r ein isotropes Beschleunigungsvermo¨gen
von a0 = 9, 81m/s2 die Geschwindigkeit und die Hindernisbreite u¨ber 0 . . . 150 km/h
respektive 0, 2 . . . 4m variiert worden. Die beno¨tigte minimale Distanz bis zum Hin-
dernis ergibt die dargestellte Fla¨che, die sich auf der eingezeichneten Grenzlinie mit
dem letzten Bremsmano¨ver schneidet. Das Bremsmano¨ver ist unabha¨ngig von der
Hindernisbreite und ist zur besseren U¨bersichtlichkeit nur als Projektion dargestellt.
Im Gegensatz zur reinen Kollisionsvermeidung verla¨ngert sich das Ausweichmano¨-
ver noch um den Teil des Zuru¨cklenkens. Daher verringert sich erwartungsgema¨ß
der Anteil der Mano¨ver, in denen ein Ausweichen noch nach dem letztmo¨glichen
Bremseingriﬀ erfolgen kann, d. h. es ist nahe liegend, dass in noch ha¨uﬁgeren Fa¨llen
ein Bremsen das vorteilhaftere Mano¨ver darstellt. Tatsa¨chlich schlussfolgert die xH-
Fla¨che, dass das Bremsmano¨ver u¨ber weite Geschwindigkeitsbereiche das Mano¨ver
der Wahl ist. Lediglich fu¨r schmale Hindernisse ist der Vorteil bei weitem nicht mehr
so groß und das Ausweichmano¨ver stellt schon im niedrigen Geschwindigkeitsbereich
das letztmo¨gliche Mano¨ver zur Kollisionsvermeidung dar.
In Bild 3.9 ist ein Schnitt entlang der Hindernisbreite von yH = 1, 8m aus der Darstel-
lung des Bilds 3.8 gezeichnet und um den beno¨tigten minimalen Hindernisabstand fu¨r
ein Ausweichlenkmano¨ver im Sinne der kru¨mmungsoptimierten Trajektorie, vgl. Ab-
schnitt 3.1.3 erga¨nzt worden. Erst ab einer Relativgeschwindigkeit von ca. 52, 5 km/h
wird die beno¨tigte Distanz fu¨r das Ausweichmano¨ver kleiner als bei einem reinen
Bremseingriﬀ. Das Ausweichlenkmano¨ver ist sogar erst ab einer Geschwindigkeit von
71 km/h vorzuziehen. Im Bild 3.10 ist der Winkel der Beschleunigung zu Beginn und
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Bild 3.8: Minimaler Hindernisabstand des optimalen Ausweichmano¨vers (a0 =
9, 81m/s2)
Bild 3.9: Minimale Distanz zum Aus-
weichen (yH = 1, 8m, a0 =
9, 81m/s2)
Bild 3.10: Geschwindigkeitsabnahme
und Beschleunigungswinkel
(yH = 1, 8m, a0 = 9, 81m/s2)
die Geschwindigkeitsreduktion bis zum Ende des Mano¨vers dargestellt. Fu¨r hohe Ge-
schwindigkeiten nimmt der Bremseingriﬀ erwartungsgema¨ß ab, ist aber zu Beginn
deutlich gro¨ßer als man es vom letzten kollisionsvermeidenden Mano¨ver erwartet ha¨t-
te, vgl. Bild 2.13. Die Reduzierung der Geschwindigkeit ist aber aufgrund der fru¨hen
Zuru¨cknahme des Bremseingriﬀs u¨ber alle Mano¨verkonstellationen letztlich gering.
Unterhalb einer Geschwindigkeit von etwa 46 km/h ﬁndet sich kein geeignetes Aus-
weichmano¨ver mehr, da der Teilbremseingriﬀ das Egofahrzeug bereits in den Stillstand
abbremst, sodass sich keine optimale Beschleunigungsrichtung mehr berechnen la¨sst.
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In diesem Fall beno¨tigt eine Vollbremsung einen ku¨rzeren Abstand zum Hindernis
und ist dem Ausweichen letztendlich vorzuziehen.
3.2.5 Ausweichmano¨ver auf Basis der Arkustangens-Funktion
ohne Spru¨nge in der Beschleunigung
Ausgehend von der Modellfunktion entsprechend Gleichung (3.66) werden die Be-
schleunigungen (3.71) und (3.72) zu Beginn und am Ende ein- bzw. ausgeblendet,
a¨hnlich wie es bereits bei der kru¨mmungsoptimierten Ausweichlenktrajektorie in Glei-
chung (3.28) erfolgt ist:
ax(t) = −a0 −c1(t− t0) sin c0 + cos c0√
1 + c21(t− t0)2
(
1− e− tTBrake
)(
1− e t−tnTBrake
)
(3.75)
ay(t) = −a0 c1(t− t0) cos c0 + sin c0√
1 + c21(t− t0)2
(
1− e− tTBrake
)(
1− e t−tnTBrake
)
. (3.76)
Mittels des Parameters TBrake wird die Dauer der Ein- und Ausblendung beschrieben,
die fu¨r 3TBrake zu 95% erfolgt ist. Fu¨r gewo¨hnlich besitzt ein Bremseingriﬀ in moder-
nen Kraftfahrzeugen eine Ansprech- und Schwellzeit von ca. 0, 1 . . . 0, 2 s bis nennens-
werte Bremskraft anliegt [Bre06]. Der Mittelwert 0, 15 s ergibt daher TBrake = 50ms,
wobei auf eine Unterscheidung zwischen Lenk- und Bremseingriﬀ verzichtet wird.
Durch diese Erga¨nzung in der longitudinalen und der lateralen Beschleunigung ist die
Lo¨sung (3.74) fu¨r den Parameter c0 nicht mehr gu¨ltig. Leider lassen sich die Beschleu-
nigungen symbolisch nicht kompakt integrieren, sodass sich die Geschwindigkeiten vx
und vy nur noch numerisch auswerten lassen, was im Hinblick auf eine leicht anwend-
bare Lo¨sung fu¨r die Trajektorie des optimalen Ausweichmano¨vers leider unvorteilhaft
ist. In Anlehnung an die Formulierung (3.65) folgt der Optimierungsvektor:
z ∈  4 : z = ( t0 tn c0 c1 )′ , (3.77)
wobei fu¨r die ersten beiden Elemente gelten muss:
0 < t0 < tn (3.78)
tn − t0 ≥ Δt . (3.79)
Ein Wert von Δt = 0, 1 s erweist sich wiederum als gu¨nstig fu¨r die Konvergenz des
Optimierungsverfahrens. Setzt man fu¨r die numerische Integration n Schritte an, so
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ergeben sich bei einer Integrationsschrittweite von tn/n die beiden Beschleunigungen
ax(ti) und ay(ti) zum Zeitpunkt ti zu:
ax(ti) = ai x = −a0
−c1( in tn − t0) sin c0 + cos c0√
1 + c21(
i
n tn − t0)2
(
1− e− i tnnTBrake
) (
1− e
(i/n−1)tn
TBrake
)
(3.80)
ay(ti) = ai y = −a0
c1(
i
n tn − t0) cos c0 + sin c0√
1 + c21(
i
n tn − t0)2
(
1− e− i tnnTBrake
) (
1− e
(i/n−1)tn
TBrake
)
. (3.81)
Daraus folgt die Geschwindigkeit vi x anhand der Trapez-Formel und der Tatsache,
dass a0x = 0 gilt:
vi x =
i∑
j=1
aj x + a(j−1)x
2
tn
n
+ v0 =
tn
2n
⎛⎝a0x + ai x + 2 i−1∑
j=1
aj x
⎞⎠ + v0
=
tn
n
⎛⎝ i−1∑
j=1
aj x +
ai x
2
⎞⎠ + v0 . (3.82)
Analog berechnet sich die Geschwindigkeit vi y zu:
vi y =
tn
n
⎛⎝ i−1∑
j=1
aj y +
ai y
2
⎞⎠ . (3.83)
Im Fall der Integration u¨ber die gesamte Zeitdauer des Mano¨vers (i = n) entfa¨llt der
einzeln stehende Additionsterm, da anx = an y = 0 gilt. Dies la¨sst sich insbesondere
fu¨r die beiden Randbedingungen, dass das Egofahrzeug am Ende wieder geradeaus
orientiert sein muss und dass es die Hindernisbreite erreicht haben muss, nutzen:
vn y =
tn
n
n−1∑
i=1
ai y = 0 (3.84)
yn =
tn
n
n−1∑
i=1
vi y = yH . (3.85)
Die zu minimierende Zielfunktion ist wiederum die beno¨tigte Distanz xH bis zum
Hindernis. Anhand der Trapez-Formel la¨sst sich die zuru¨ckgelegte Strecke zum Zeit-
punkt ti numerisch berechnen:
x(ti) = xi =
tn
n
i∑
j=1
vj x + v(j−1)x
2
. (3.86)
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Fu¨r das Optimierungskriterium folgt schlussendlich:
min
z∈ 
{xH(z)} mit : xH = xn = tn
n
n∑
i=1
vi x + v(i−1)x
2
. (3.87)
In Gleichung (3.88) ist die gesamte Formulierung des Optimierungsproblems nochmals
zusammengefasst dargestellt. Fu¨r die Lo¨sung eines solchen Optimierungsproblems mit
nichtlinearen Restriktionen wird auf [Alt02] und [Mat02] verwiesen. Einen guten U¨ber-
blick zu den verschiedenen Methoden der Trajektorienoptimierung liefert [Bet98].
Im Bild 3.11 ist die Lo¨sung fu¨r das Beispielszenario berechnet worden. Man erkennt
deutlich, wie die Quer- und La¨ngsbeschleunigung langsam auf- und abgebaut wer-
den. Dennoch ist auch wieder der bekannte typische Verlauf zu erkennen. Das erste
Lenksegment wird von einem, wenn auch schwa¨cheren Bremseingriﬀ begleitet, der
wa¨hrend des Umlenkens seinen Maximalwert erreicht und anschließend beim Zuru¨ck-
lenken schneller zuru¨ckgenommen wird als er aufgebaut worden ist. Fu¨r breitere Hin-
dernisse ergibt sich ein sta¨rkerer Bremseingriﬀ zu Beginn und wa¨hrend des gesamten
Mano¨vers. Dies wird z. B. anhand des Bilds 3.7 deutlich. Aufgrund der daraus fol-
genden niedrigeren Querbeschleunigung ergibt sich fu¨r diese ein asymmetrischerer
Verlauf.
Bild 3.11: Stetige Beschleunigungsverla¨ufe des optimalen Ausweichmano¨vers (a0 =
9, 81m/s2, v0 = 100 km/h, yH = 1, 8m)
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3.2 Ausweichmano¨ver mit kombiniertem Brems-Lenkeingriﬀ
Optimierungsproblem:
min
z∈ 
{xH(z)} (3.88)
  =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩z ∈  4
∣∣∣∣∣∣∣∣
z1 = t0 : 0 < z1
z2 = tn : 0 < z2
z3 = c0 : −∞ ≤ z3 ≤ ∞
z4 = c1 : −∞ ≤ z4 ≤ ∞
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
Zielfunktion:
xH(z) =
z2
n
n∑
i=1
vi x(z) + v(i−1)x(z)
2
Nebenbedingungen:
( −1 0 0 0
1 −1 0 0
)⎛⎜⎜⎝
z1
z2
z3
z4
⎞⎟⎟⎠ ≤ −( ΔtΔt
)
z2
n
n−1∑
i=1
ai y(z) = 0
z2
n
n−1∑
i=1
vi y(z) = yH
Hilfsfunktionen:
ai x = −a0
−z4( in z2 − z1) sin z3 + cos z3√
1 + z24(
i
n z2 − z1)2
(
1− e−
i z2
nTBrake
) (
1− e
(i/n−1)z2
TBrake
)
ai y = −a0
z4(
i
n z2 − z1) cos z3 + sin z3√
1 + z24(
i
n z2 − z1)2
(
1− e−
i z2
nTBrake
) (
1− e
(i/n−1)z2
TBrake
)
vi x =
z2
n
⎛⎝ i−1∑
j=1
ai x(z) +
ai x(z)
2
⎞⎠ + v0
vi y =
z2
n
⎛⎝ i−1∑
j=1
ai y(z) +
ai y(z)
2
⎞⎠
mit:
n ∈  : Intervallanzahl der numerischen Integration
TBrake ∈  ≥0 : Zeitkonstante des Ein− und Ausblendens der Beschleunigung
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3.2.6 Trajektorie des optimalen Ausweichmano¨vers
Die Trajektorie des optimalen Ausweichmano¨vers la¨sst sich leider nicht mehr ana-
lytisch berechnen. Durch zweimalige numerische Integration der Gleichungen (3.80)
und (3.81), die mittels der gefundenen Lo¨sung zopt parametriert und u¨ber den Zeit-
raum bis tn diskretisiert werden, kann der Verlauf jedoch bestimmt werden. Die drei in
den vorherigen Abschnitten beschriebenen Ausweichtrajektorien werden im Bild 3.12
miteinander verglichen. Erwartungsgema¨ß schneidet die Trajektorie basierend auf der
Arkustangens-Funktion mit einem stetigen Verlauf in den Beschleunigungen etwas
schlechter ab. Da hier nicht u¨ber die gesamte Zeitdauer des Mano¨vers die maximale
Beschleunigung ausgenutzt werden kann, ist es erst bei xH = 25, 3m beendet. Da-
hingegen scheinen die beiden u¨brigen Trajektorien fast deckungsgleich zu sein. Le-
diglich im mittleren Bereich erkennt man bei genauerer Betrachtung, dass der auf
der Extremaltrajektorie basierende Verlauf etwas oberhalb der zweiten Kurve liegt.
In diesem Bereich wird der zugrunde liegende Rand des Aufenthaltskreises erreicht.
Auﬀa¨llig ist, dass die auf der Arkustangens-Funktion basierende Ausweichtrajektorie
bei xH = 22, 7m etwas fru¨her beendet ist, wa¨hrend die Ausweichtrajektorie auf Basis
der Extremaltrajektorie eine um 0, 5m la¨ngere Strecke beno¨tigt (xH = 23, 2m). Somit
ist diese nur dann das letzte kollisionsvermeidende Ausweichmano¨ver, wenn das Hin-
dernis im ersten Lenksegment passiert wird und nicht, wie bisher angenommen, am
Ende des Mano¨vers.
In Tabelle 3.2 sind die drei Trajektorien nach den gleichen Kriterien verglichen wor-
den, wie sie bereits bei den Ausweichlenktrajektorien Anwendung gefunden haben.
Erstaunlich dabei ist, dass die Trajektorie auf Basis der Extremaltrajektorie in den
Integralkriterien schlechter abschneidet als die auf Basis der Arkustangens-Funktion
(unstetig). Somit wa¨re die letztere die Ausweichtrajektorie der Wahl. Da diese jedoch
problematisch aufgrund der Beschleunigungsspru¨nge ist, wird die auf ihr basierende
modifzierte Variante mit einem stetigen Verlauf der Quer- und La¨ngsbeschleunigung
gewa¨hlt. Gegenu¨ber dem reinen Ausweichlenkmano¨ver schneiden alle drei Trajekto-
Bild 3.12: Vergleich der Ausweichtrajektorien (a0 = 9, 81m/s2, v0 = 100 km/h, yH =
1, 8m)
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Tabelle 3.2: Vergleich der Ausweichtrajektorien (a0 = 9, 81m/s2, v0 = 100 km/h, yH =
1, 8m)
xH
∫ x2
0
κ(x)2dx
∫ x2
0
xκ(x)2dx
∫ x2
0
v2κ(x)2dx
[ m] [1/m] [ln m] [m/ s2]
Arctan-Fktn. (stetig) 25,3 3, 513 · 10−3 5, 033 · 10−2 2, 269
Arctan-Fktn. (unstetig) 22,7 3, 831 · 10−3 4, 964 · 10−2 2, 499
Extremaltrajektorie 23,2 4, 277 · 10−3 5, 407 · 10−2 3, 116
rien bezu¨glich der Integralkriterien schlechter ab, insbesondere die Beru¨cksichtigung
der Reduktion der Geschwindigkeit wirkt sich nicht entscheidend aus. Dafu¨r beno¨ti-
gen die kombinierten Brems- und Lenktrajektorien deutlich weniger Strecke fu¨r das
Mano¨ver.
3.3 Abschließende Betrachtungen zum idealen
Ausweichmano¨ver
Aus der bisherigen Betrachtung zum letztmo¨glichen Kollisionsvermeidungs- und Aus-
weichmano¨ver konnten einige grundlegende Erkenntnisse fu¨r die zugeho¨rigen Trajek-
torien gewonnen werden:
• Das letztmo¨gliche, kollisionsvermeidende Mano¨ver ist im Allgemeinen ein kom-
binierter Brems-Lenkeingriﬀ.
• Ein breiteres Hindernis erfordert beim Ausweichen einen sta¨rkeren Bremseingriﬀ
als ein schmales.
• Mit einer ho¨heren (Relativ-) Geschwindigkeit verringert sich der Bremsanteil.
• Die Reduktion der Geschwindigkeit durch diesen Bremseingriﬀ und die Verrin-
gerung der kinetischen Energie im Fall einer doch stattﬁndenden Kollision ist
zwar vorhanden, jedoch gering.
Die exakte Berechnung des letzten Mano¨vers ist relativ aufwa¨ndig, die aufgrund der
komplexen Gleichungen leider nur u¨ber ein Optimierungsverfahren mit nichtlinea-
ren Restriktionen erfolgen kann. Fu¨r den praktischen Einsatz konnte aber mittels der
Arkustangens-Funktion eine Approximation gefunden werden, die einen zufriedenstel-
lenden Kompromiss zwischen Berechnungsaufwand und Gu¨te der Lo¨sung darstellt.
Legt man den Endpunkt des Ausweichmano¨vers als Passierungspunkt des Hindernis-
ses fest, so gera¨t es gegenu¨ber dem letzten Bremsmano¨ver fu¨r einen weiten Bereich
der (Relativ-) Geschwindigkeit deutlich ins Hintertreﬀen. La¨sst man hingegen zu,
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dass die Vorbeifahrt am Hindernis nicht in paralleler Fahrtrichtung erfolgen muss, so
verringert sich dieser Nachteil deutlich. Je nachdem wie dicht das Hindernis mit sei-
ner lateralen Position yH zum linken Fahrbahnrand yFl positioniert ist, ergeben sich
drei zu unterscheidende Fa¨lle fu¨r die Auslegung des Mano¨vers, die im Bild 3.13 skiz-
ziert sind und allesamt mit derselben Ausweichtrajektorie behandelt werden ko¨nnen.
Fu¨r den rechten Fahrbahnrand yFr lassen sich die drei Fa¨lle analog interpretieren,
wenn yH < 0 gilt:
• Fall 1: Die Fahrbahnbreite ist ausreichend groß: yFl ≥ 2yH , d. h. das Ausweich-
mano¨ver wird durch die Breite des Hindernisses yH ausgelegt und ko¨nnte prinzi-
piell in Anlehnung an das reine Kollisionsvermeidungsmano¨ver erfolgen, da aus-
reichend Platz zur Seite vorhanden ist und das Zuru¨cklenken im Anschluss nach
dem Passieren des Hindernisses in beliebiger Form geschehen kann. Na¨herungs-
weise ist dieser Fall gegeben, wenn der Abstand zum Fahrbahnrand mindestens
doppelt so groß ist wie das Hindernis breit ist.
• Fall 2: Das Ausweichmano¨ver wird durch die Fahrbahnbreite yFl limitiert, wenn
gilt: yH ≤ yFl < 2yH . Das Hindernis ist zwar nicht so breit wie die Fahrbahn,
dennoch reicht der Platz neben dem Hindernis nicht aus, um erst nach dem
Passieren des Hindernisses mit dem Zuru¨cklenken zu beginnen. Das Hindernis
wird also wa¨hrend des zweiten Segments des Mano¨vers u¨berholt, sodass das
Egofahrzeug auf Ho¨he des Hindernisses noch nicht wieder in die urspru¨ngliche
Richtung fa¨hrt.
• Fall 3: Die Fahrbahn ist in etwa so breit wie das Hindernis: yFl ≈ yH , d. h.
es muss zum einen die volle Breite zum Ausweichen genutzt werden und zum
anderen muss das Egofahrzeug beim Passieren des Hindernisses wieder in die
urspru¨ngliche Richtung orientiert sein, um parallel an diesem vorbeizufahren
und das Ausweichmano¨ver im Passierungspunkt abzuschließen.
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Bild 3.13: Vergleich der Ausweichtrajektorien fu¨r verschiedene Passierungspunkte
des Hindernisses
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4 Kollisionsfreie Bahnplanung in
Mehrobjektszenarien
Die Frage zur Kollisionsvermeidung ist bisher auf ein einzelnes voraus liegendes Hin-
dernis beschra¨nkt gewesen. Dabei hat sich gezeigt, dass das zuna¨chst trivial er-
scheinende Mano¨ver zur letztmo¨glichen Kollisionsvermeidung sehr kompliziert wer-
den kann. Tatsa¨chlich ergibt sich im Straßenverkehr ha¨uﬁg ein viel komplexeres Bild,
bei dem neben einem Prima¨rhindernis mit akuter Kollisionsgefahr weitere Hinder-
nisse mit unterschiedlichen Kollisionspotenzialen beteiligt sein ko¨nnen. Im Folgenden
muss daher die Frage nach der Ausweichtrajektorie auf Mehrobjektszenarien erweitert
werden, die jedoch enorme Anforderungen an die Umfeldsensorik stellen. Hindernisse
ko¨nnen sich von allen Seiten mit unterschiedlichsten Relativgeschwindigkeiten na¨-
hern, sich gegenseitig abschatten oder nicht voneinander getrennt sensiert werden.
Zwar schließt sich mithilfe von Short-Range-Sensorik der
”
virtuelle Sicherheitsgu¨rtel“
im Nahbereich um das Fahrzeug herum [Rob04], doch fu¨r eine kollisionsfreie Bahnpla-
nung muss wesentlich weiter geschaut werden. Wird dabei aufgrund eines automatisch
eingreifenden Systems die Verantwortung vom Fahrer an das System u¨bergeben, so
muss auch das weitere Umfeld zuverla¨ssig erkannt werden. Dies ist heutzutage nur
unter Verwendung einer Datenfusion verschiedener Sensoren wie Video, Radar, Laser-
Scanner, etc. mo¨glich, jedoch im Hinblick auf die Anforderungen an die Systemsicher-
heit und die damit einhergehenden erforderlichen extrem niedrigen Fehlauslo¨seraten
noch nicht u¨ber den Forschungsstand hinaus realisierbar [Bec06]. Dieser Einschra¨n-
kung zum Trotz wird im weiteren Verlauf von einer idealen Sensorik ausgegangen, d. h.
das Szenario wird fu¨r die Situationsanalyse als vollsta¨ndig bekannt vorausgesetzt, um
sa¨mtliche theoretisch mo¨glichen Lo¨sungsstrategien ableiten zu ko¨nnen.
4.1 Propagationsverfahren
Im Abschnitt 2.3.1 ist die Theorie der Aufenthaltskreise eingefu¨hrt worden, um das
zu einem Zeitpunkt ti erreichbare Gebiet Ωi des Egofahrzeugs bei isotropen Beschleu-
nigungsvermo¨gen a0 zu propagieren. Dieses Verfahren la¨sst sich natu¨rlich auch auf
die beteiligten Hindernisse anwenden und deren Aufenthaltsgebiete propagieren, um
kollisionskritische Konstellationen identiﬁzieren und bewerten zu ko¨nnen. Der ent-
scheidende Schritt dabei ist, dass nicht explizit einzelne Trajektorien, sondern diese
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in ihrer Gesamtheit betrachtet werden, woraus sich im Anschluss kritische und nicht-
kritische Orte fu¨r die Planung einer kollisionsfreien Trajektorie ableiten lassen.
4.1.1 Aufenthalts-, Ausschluss- und Gefa¨hrdungsgebiete
Geht man von dem Aufenthaltsgebiet Ωi des Egofahrzeugs aus, so besitzt die Front
zum Zeitpunkt ti die Ausdehnungsgeschwindigkeit a0ti und wa¨chst wa¨hrend des na¨chs-
ten Propagationsschritts mit der Zeitdauer ΔtP um die Strecke ΔxP , vgl. Bild 4.1:
ΔxP (ti) = a0tiΔtP +
1
2
a0Δt
2
P . (4.1)
Die Startgeschwindigkeit v0 liefert keinen Beitrag zur Ausdehnung, sondern beschreibt
nur die translatorische Verschiebung des Gebiets in La¨ngsrichtung. Sollen nun die Auf-
enthaltsgebiete auf Kollisionen u¨berpru¨ft werden, so mu¨ssen die Aufenthaltsgebiete
um die Fahrzeugabmessungen erga¨nzt werden. Dies erfordert allerdings die Kenntnis
der Orientierung, die aber nur auf dem Rand, nicht jedoch innerhalb des Aufenthalts-
kreises bekannt ist. Folglich lassen sich die Fahrzeuggeometrien nur noch unabha¨ngig
von der Orientierung als Kreise betrachten, die lediglich zwischen Innen- und Au-
ßenkreis unterschieden werden ko¨nnen, wie es im Bild 4.2 dargestellt ist. Wa¨hrend
der Innenkreis mit dem Radius r den gro¨ßtmo¨glichen Kreis darstellt, der gerade noch
vollsta¨ndig von der Fahrzeuggeometrie u¨berdeckt wird, bildet der Außenkreis mit
Radius R den kleinstmo¨glichen Kreis, der die gesamte Fahrzeuggeometrie vollsta¨n-
dig entha¨lt. Bei gegebener rechteckfo¨rmiger Geometrie der Breite bE und der La¨nge
lE fu¨r das Egofahrzeug gilt fu¨r die Radien ohne die Beru¨cksichtigung von eventuell
u¨berstehenden Fahrzeugteilen, wie beispielsweise der Außenspiegel:
Innenkreis: rE = Min
{
bE
2
,
lE
2
}
(4.2)
Außenkreis: RE =
1
2
√
b2E + l
2
E . (4.3)
Fu¨r das Hindernis V berechnen sich der Innenkreis- und der Außenkreisradius rV ,
RV analog anhand der gegebenen Fahrzeugbreite bV und -la¨nge lV . Im dargestellten
Szenario ergibt sich somit bei der Betrachtung der Außenkreise eine U¨berdeckung,
also eine Kollision. Hingegen u¨berlagern sich die Innenkreise nicht, stattdessen wird
aufgrund des relativ großen Abstands dV eine gewisse Kollisionssicherheit suggeriert.
Tatsa¨chlich kann das Egofahrzeug E knapp am Hindernis V vorbei fahren. Dieses
einfache Szenario verdeutlicht die Schwachpunkte des Verfahrens aufgrund der Un-
kenntnis der Orientierung:
• Bei Verwendung der Innenkreise ergibt sich eine Unterabscha¨tzung, da sich
nicht alle Kollisionen erkennen lassen.
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Bild 4.1: Propagationsschritt des Aufenthaltsgebiets
Bild 4.2: Innen- und Außenkreisradius von Ego- und Hindernisfahrzeug
• Bei Verwendung der Außenkreise ergibt sich eine U¨berabscha¨tzung, da nicht
alle aufgezeigten Kollisionen tatsa¨chlich eintreten werden.
Prinzipiell lassen sich die Ausdehnung des Egofahrzeugs und die der Hindernisse zu-
sammenfassen, indem die Hindernisradien rV bzw. RV um den Radius des Egofahr-
zeugs rE bzw. RE verla¨ngert werden, sodass das Aufenthaltsgebiet des Egofahrzeugs
ausschließlich die Position des Mittelpunkts beschreibt. Allerdings stellt sich dabei die
Frage, ob die Innenkreis- oder die Außenkreisradien der Fahrzeuge gewa¨hlt werden
mu¨ssen. Zur Kla¨rung der Frage betrachte man das angenommene Aufenthaltsgebiet
Ω im Bild 4.3, das der Einfachheit halber und ohne Beschra¨nkung der Allgemein-
heit als ein Dreieck anstatt eines Kreises angenommen und durch die drei Punkte p1,
p2 und p3 aufgespannt wird. Es wird im weiteren Verlauf noch gezeigt werden, dass
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Bild 4.3: Ausschluss- und Gefa¨hrdungsgebiet auf Basis des Aufenthaltsgebiets
die Gebiete beliebige Formen einnehmen ko¨nnen und das Dreieck somit eine der ein-
fachsten Formen darstellt. Das Aufenthaltsgebiet wird nun um die Objektgeometrien
erweitert, indem um jeden Punkt in diesem Gebiet ein Innenkreis mit dem Radius
der Summe rV + rE und ein Außenkreis mit Radius RV +RE geschlagen wird. Dies ist
beispielhaft fu¨r die drei Punkte p1, p2 und p3 dargestellt. Die sich ergebende Schnitt-
bzw. Vereinigungsﬂa¨che der Objektgeometrien sind im linken bzw. im rechten Bild
grau schraﬃert hervorgehoben und lassen sich wie folgt interpretieren:
• Ausschlussgebiet A:
Bildet man die Innenkreise mit dem Radius (rE + rV ) um alle Punkte des Aufent-
haltsgebiets, so entha¨lt die Schnittmenge aller Kreise garantiert einen Teil des
Hindernisses, unabha¨ngig vom tatsa¨chlichen Ort des Fahrzeugmittelpunkts in-
nerhalb des Aufenthaltsgebiets. Fu¨hrt die Position des Egofahrzeugs in diesen
Bereich, so kommt es sicher zu einer Kollision und dieser muss fu¨r eine kolli-
sionsfreie Bahnplanung ausgeschlossen werden. Aus diesem Grund wird es als
Ausschlussgebiet A bezeichnet:
A : (xΩ, yΩ) ∈ Ω ⊂  2 → (x, y) ∈  2 (4.4)
(xΩ, yΩ) 
→
⋂
(x,y)∈ 2
(x− xΩ)2 + (y − yΩ)2 ≤ (rE + rV )2 .
Im Umkehrschluss ist jedoch eine Position des Egofahrzeugs außerhalb des Aus-
schlussgebiets nicht zwangsla¨uﬁg kollisionsfrei. Mit zunehmender Ausdehnung
des Aufenthaltsgebiets verkleinert sich die Schnittmenge der sich u¨berlappen-
den Geometriekreise und verschwindet, sobald es zwei Punkte p1, p2 auf dem
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Rand ∂Ω des Aufenthaltsgebiets gibt, deren Verbindungsgerade la¨nger als der
doppelte Innenkreisradius 2 (rE + rV ) ist:
∃(p1, p2) ∈ ∂Ω : p1 p2 ≥ 2 (rE + rV ) ⇒ A = ∅ . (4.5)
• Gefa¨hrdungsgebiet G:
Die Vereinigung der Außenkreise mit dem Radius (RE +RV ) um alle Punkte
des Aufenthaltsgebiets ergibt ein Gebiet, das eine potenzielle Gefahr birgt, da in
diesem Gebiet eine Kollision zwischen dem Egofahrzeug und dem Hindernis nicht
sicher ausgeschlossen werden kann. Es wird als Gefa¨hrdungsgebiet G deﬁniert:
G : (xΩ, yΩ) ∈ Ω ⊂  2 → (x, y) ∈  2 (4.6)
(xΩ, yΩ) 
→
⋃
(x,y)∈ 2
(x− xΩ)2 + (y − yΩ)2 ≤ (RE +RV )2 .
Allerdings muss eine Kollision nicht zwangsla¨uﬁg eintreten, wie es beispielsweise
im Szenario des Bilds 4.2 durch U¨berdeckung der Außenkreise verdeutlicht ist.
Außerhalb des Gefa¨hrdungsgebiets kann die Kollision jedoch sehr wohl sicher
ausgeschlossen werden. Das Gefa¨hrdungsgebiet G wa¨chst in gleichem Maße wie
das zugrunde liegende Aufenthaltsgebiet Ω.
Das wachsende Gefa¨hrdungsgebiet GV des Hindernisses V wirkt sehr rasch stark limi-
tierend auf die Bewegung des Egofahrzeugs. Interpretieren la¨sst sich dies mit einem
Hindernis, das gezielt auf Kollisionskurs ist. Diesem auszuweichen erweist sich als a¨u-
ßerst schwierig, da der zur Verfu¨gung stehende Bewegungsraum, in den das Egofahr-
zeug hineinfahren kann, ohne dass dieser vom Hindernisfahrzeug erreichbar ist, sehr
klein wird und schnell verschwindet. Im Sinne des Gefa¨hrdungsgebiets wird daher das
Hindernis als maximal aggressiv betrachtet, da es sa¨mtliche Bewegungsmo¨glichkeiten
des Hindernisses beinhaltet und die des Egofahrzeugs maximal einschra¨nkt.
Dahingegen verha¨lt sich das Hindernis mit seinem Ausschlussgebiet AV voll koope-
rativ, denn es werden nur noch die Orte beru¨cksichtigt, die vom Hindernis nicht
verlassen werden ko¨nnen, auch wenn es sich bestmo¨glichst im Sinne der Kollisionsver-
meidung verhalten wu¨rde. Durch das kleiner werdende und sich schließlich auﬂo¨sende
Ausschlussgebiet wird die eigentliche Kollisionsvermeidung letztlich dem kooperie-
renden Hindernis u¨bertragen. Zur Verdeutlichung betrachte man den Aufenthalts-
kreis eines Hindernisses. Das zugeho¨rige Ausschlussgebiet lo¨st sich auf, sobald der
Durchmesser dΩ des Aufenthaltsgebiets vom Ausgangspunkt auf die zweifache Sum-
me der Innenkreisradien angewachsen ist, vgl. Gleichung (4.5). Geht man beispiels-
weise von einer gema¨ßigten Kooperation des Hindernisses mit einer Beschleunigung
63
4 Kollisionsfreie Bahnplanung in Mehrobjektszenarien
von a0 = 2m/s2 und einer typischen Fahrzeugbreite von bE = bV = 2r = 1, 8m aus, so
verschwindet das Ausschlussgebiet zum Zeitpunkt t∅:
dΩ = a0t
2
∅ = 2 (rE + rV ) ⇔ t∅ =
√
2(rE + rV )
a0
≈ 1, 34 s .
Dieses rasche Verschwinden des Ausschlussgebiets bzw. das starke Anwachsen des
Gefa¨hrdungsgebiets beruht auf der unzureichenden Abbildung der Bewegungsmo¨g-
lichkeiten, die physikalisch nicht realisierbar sind, aber aufgrund der mathematischen
Beschreibung nicht weiter eingeschra¨nkt werden ko¨nnen. Eine Erweiterung des Ver-
fahrens mu¨sste fu¨r jeden Punkt im Aufenthaltsgebiet die maximale und die minimale
Geschwindigkeit in x- und y-Richtung wa¨hrend der Propagationsschritte
”
buchfu¨h-
ren“. Dies wa¨re sehr rechenaufwa¨ndig und speicherintensiv, da sich als Aufenthalts-
gebiet ein Hypervolumen (x, y, vx, vy) ∈ Ω ⊂  4 im vierdimensionalen Raum ergeben
wu¨rde. Gestaltet sich die Implementierung der beno¨tigten Polygon-Funktionen im
 
2 bereits als durchaus anspruchsvoll, insbesondere im Hinblick auf die beno¨tigten
Rechenzeiten, so ist eine U¨bertragung auf den  4 aufgrund des algorithmischen Auf-
wands abwegig und wird nicht weiter verfolgt.
Das Wachsen und Schrumpfen des Aufenthalts-, des Gefa¨hrdungs- und des Aus-
schlussgebiets ist im Bild 4.4 fu¨r ein Szenario mit einem Egofahrzeug und einem von
rechts entgegen kommenden Hindernis simuliert worden. Fu¨r beide Fahrzeuge sind
die gleichen Beschleunigungen von a0 = 0, 5m/s2, 2m/s2, 4m/s2 und 6m/s2 angesetzt
worden, sodass sich beide Aufenthaltsgebiete symmetrisch aufeinander zu bewegen
und zu jedem Zeitpunkt die gleiche Gro¨ße aufweisen. Fu¨r das Hindernis wird das
Gefa¨hrdungsgebiet GV dunkelgrau und das Ausschlussgebiet AV hellgrau eingefa¨rbt
dargestellt. Das zugeho¨rige Aufenthaltsgebiet ΩV des Hindernisses wird nur durch
seinen hellgrau gezeichneten Rand dargestellt, damit das jeweils korrespondieren-
de Ausschluss- und Gefa¨hrdungsgebiet besser zu erkennen ist. Die genauen Daten
der Bewegungen von Ego- und Hindernisfahrzeug ko¨nnen der Legende entnommen
werden. Der Propagationshorizont liegt bei 3 s, die Propagationsschritte werden im
a¨quidistanten Abstand von ΔtP = 0, 2 s dargestellt. Fu¨r die kleinste Beschleunigung
a0 = 0, 5m/s
2 wachsen die Aufenthaltsgebiete nur sehr moderat an. Das Gefa¨hrdungs-
gebiet GV des Hindernisses ist gegenu¨ber dem Aufenthaltsgebiet ΩV um die Summe
der beiden Außenkreisradien 2R vergro¨ßert, das Ausschlussgebiet AV hingegen um die
Summe der Innenkreisradien 2r verkleinert. Erstaunlicherweise verschwindet selbst
bei dieser niedrigen Beschleunigungsmo¨glichkeit das Ausschlussgebiet AV recht zu¨-
gig. Nach etwa 75m ist bei x ≈ 125m nur noch ein punktfo¨rmiges Ausschlussgebiet
vorhanden, das im na¨chsten Schritt verschwindet. Zum Vergleich ﬁndet die Auﬂo¨-
sung des Ausschlussgebiets fu¨r die ho¨heren Beschleunigungen immer fru¨her statt,
bei a0 = 6m/s2 wird bereits nach weniger als 20m das Ausschlussgebiet ausgelo¨scht.
Demgegenu¨ber wa¨chst das Gefa¨hrdungsgebiet GV enorm an und la¨sst dem Egoaufent-
haltsgebiet ΩE nur noch sehr wenig Raum fu¨r eine kollisionsfreie Vorbeifahrt u¨brig.
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Bild 4.4: Wachstum und Schrumpfung der Aufenthalts-, Ausschluss- und Gefa¨hr-
dungsgebiete bei verschiedenen Beschleunigungen (a0 = 0, 5m/s2, 2m/s2,
4m/s2, 6m/s2)
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Dieser Formalismus der Ausschlussgebiete ist im Wesentlichen in einer ﬁrmeninternen
Entwicklung entstanden und in [Hei03] dokumentiert worden, in dieser Arbeit erfolgte
die Erweiterung um die Gefa¨hrdungsgebiete.
4.1.2 Propagation und gegenseitige Beschra¨nkung der
Aufenthalts-, Ausschluss- und Gefa¨hrdungsgebiete
Die gegenseitigen U¨berlagerungen der Aufenthalts- mit den Ausschluss- bzw. Gefa¨hr-
dungsgebieten markieren Kollisionen. Ist man auf der Suche nach einem sicheren Weg
zwischen den Hindernissen hindurch, so du¨rfen diese sich u¨berlagernden Bereiche fu¨r
die nachfolgende Propagation nicht weiter beru¨cksichtigt und mu¨ssen aus den Aufent-
haltsgebieten des Egofahrzeugs herausgeschnitten werden. Dies wird im Weiteren als
”
Clipping“ bezeichnet. Dadurch lassen sich die Gebiete leider nicht mehr als einfache
Kreise darstellen, sondern mu¨ssen idealerweise durch geschlossene Kurven bzw. algo-
rithmisch als Polygone beschrieben werden. Zur Veranschaulichung zeigt das Bild 4.5
die Beschneidung eines kreisfo¨rmigen Aufenthaltsgebiets ΩE durch das Gefa¨hrdungs-
gebiet GV eines Hindernisses und die anschließende Propagation.
Da die Propagation des Gebiets nicht explizit auf den Trajektorien basiert, muss ge-
wa¨hrleistet sein, dass zu jedem Zeitpunkt das Aufenthaltsgebiet alle mo¨glichen Tra-
jektorien umfasst. Im Fall eines sich immer weiter ausdehnenden Kreises ist dies si-
chergestellt. Ist der Aufenthaltskreis jedoch im i-ten Propagationsschritt beschnitten
worden, so fehlt fu¨r die Schnittkante die Geschwindigkeitsinformation (vi x , vi y) und
somit die Orientierung des Fahrzeugs. Unabha¨ngig davon kann sich zu diesem Zeit-
punkt ti das Gebiet aber unter keinen Umsta¨nden schneller als mit der bei maximaler
Beschleunigung erreichbaren Geschwindigkeit a0ti ausbreiten:
vi =
√
v2i x + v
2
i y ≤ a0ti . (4.7)
Die Gleichheit ist dabei ausschließlich auf dem Rand des urspru¨nglichen Kreises ge-
geben. Innerhalb des Kreises kann die Geschwindigkeit nur kleinere Werte annehmen,
siehe Beweis in Kabitel 2.3.1, die ist jedoch nicht bestimmbar. Aufgrund dieser Un-
kenntnis muss lotrecht zum Gebietsrand der maximal mo¨gliche Wert a0ti fu¨r die Ge-
schwindigkeit als obere Grenze angenommen werden, um die Beru¨cksichtigung aller
mo¨glichen Trajektorien sicherzustellen. Diese Worst-Case-Abscha¨tzung ist fu¨r die wei-
tere Propagation des Gebiets a¨ußerst nachteilig und fu¨hrt zu einer steigenden U¨ber-
abscha¨tzung des Gebiets gegenu¨ber dem fahrphysikalisch tatsa¨chlich erreichbaren,
da das Gebietswachstum ΔxP linear in ti zunimmt, vgl. Gleichung (4.1). Durch die
unbekannte Geschwindigkeits- und Orientierungsinformation sind Richtungswechsel
instantan mo¨glich, auch wenn sie fahrphysikalisch nicht realisierbar sind. Beispiels-
weise kann bei einem doppelten Spurwechsel das Fahrzeug nach dem Richtungswech-
sel sofort mit maximaler lateraler Geschwindigkeit in die entgegengesetzte Richtung
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Bild 4.5: Beschra¨nkung des Aufenthaltsgebiets durch ein Gefa¨hrdungsgebiet und an-
schließender Propagation
fahren, ohne beim Zuru¨cklenken zuna¨chst die vorliegende laterale Geschwindigkeit
kompensieren zu mu¨ssen. Daru¨ber hinaus ist es oﬀensichtlich, dass die Propagation
mit Gebietsclipping nicht mehr auf ein anisotropes Beschleunigungsvermo¨gen ange-
wendet werden kann, da dazu die Information der Fahrtrichtung bzw. Orientierung
zwingend notwendig wa¨re.
Zum besseren Versta¨ndnis des Propagationsverfahrens ist im Bild 4.6 skizzenhaft die
Ausbreitung des Aufenthaltsgebiets ΩE fu¨r ein Egofahrzeug E dargestellt, wie es sich
an drei stehenden Hindernissen V1, V2 und V3 vorbeischla¨ngelt. Aufgrund der Tatsache,
dass es sich um stehende Hindernisse handelt, reduzieren sich die drei Aufenthalts-
gebiete ΩV 1, ΩV 2 und ΩV 3 auf jeweils einen einzigen Punkt, der sich nicht u¨ber die
Zeit a¨ndert. Durch die fehlende Bewegung sind die zugeho¨rigen Ausschluss- und Ge-
fa¨hrdungsgebiete AV 1, AV 2 und AV 3 bzw. GV 1, GV 2 und GV 3 konstant und vera¨ndern
sich weder in Position noch in Gro¨ße. In diesem Fall dargestellt sind nur die Gefa¨hr-
dungsgebiete. Das Aufenthaltsgebiet ΩE bewegt sich auf die drei Hindernisse zu und
gewinnt dabei an Gro¨ße. Beim Auftreﬀen auf das erste Hindernis V1 wird der sich mit
dem Hindernis u¨berdeckende Teil ΩE ∩GV 1 herausgetrennt und anschließend nur noch
das verbleibende Gebiet ΩE\GV 1 propagiert bis es auf die Gefa¨hrdungsgebiete GV 2
und GV 3 der na¨chsten beiden Hindernisse triﬀt. Die nach und nach la¨nger werdenden
Pfeile sollen die mit zunehmender Zeit ti wachsende Ausbreitungsgeschwindigkeit vi
der Aufenthaltsgebietsfront und das damit verbundene stetig steigende Gebietswachs-
tum ΔxP nach Gleichung (4.1) verdeutlichen.
Beim letzten Propagationsschritt des Bilds 4.6 umﬂießt das Aufenthaltsgebiet ΩE
das Gefa¨hrdungsgebiet GV 3 und beﬁndet sich hinter dem Gebiet kurz vor einer Wie-
derveinigung der beiden a¨ußeren Enden. Das Bild 4.5 zeigt, wie die beiden spitzen
Ecken des beschnittenen Gebiets ΩE\GV fu¨r eine konsistente Propagation zu einem
Kreisbogen erweitert werden mu¨ssen und dafu¨r das Polygon um zusa¨tzliche Punkte
erga¨nzt werden mu¨sste. Anhand dieser beiden Beispiele wird bereits deutlich, dass die
Propagation der Gebiete mit erheblichem Aufwand verbunden ist. Es mu¨ssen Funktio-
nen wie
”
Polygonverschiebung“,
”
Schnittmenge zweier Polygone“,
”
Clipping Polygon
67
4 Kollisionsfreie Bahnplanung in Mehrobjektszenarien
Bild 4.6: Propagation des Aufenthaltsgebiets bei drei stehenden Hindernissen
A von Polygon B“ oder
”
Vergro¨ßerung des Polygons“ realisiert werden. Dabei sind
Sonderfa¨lle wie Selbstu¨berdeckung, Auftrennung, Verschmelzung, entstehende oder
verschwindende Lo¨cher zu beru¨cksichtigen. Die Algorithmen zur Berechnung und Im-
plementierung der Aufenthalts- und Ausschlussgebiete und deren Propagation sind
nicht Gegenstand dieser Arbeit gewesen, sondern ebenfalls im Rahmen der Arbeit
zu [Hei03] entwickelt worden. Die frei verfu¨gbare General Polygon Clipper -Bibliothek
ha¨lt zahlreiche Polygonfunktionen bereit und bietet eine eﬃziente und stabile Im-
plementierung [Mur07]. Eine alternative Bibliothek wird in [Bra07] vorgestellt, die
deutliche Geschwindigkeitsvorteile in komplexen Szenarien aufweist, wenn die An-
zahl der Objekte zunimmt. In einem Beispielszenario mit neun Hindernissen konnte
die Rechenzeit um zwanzig Prozent reduziert werden. In einem zweiten Szenario mit
neunzehn Hindernissen ist eine Beschleunigung um sechzig Prozent erreicht worden.
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4.1.3 Gegenseitige Beeinﬂussung zwischen den Hindernissen
Interessanterweise beschra¨nken die Hindernisse nicht nur das Egofahrzeug, sondern
sich auch gegenseitig. Im Bild 4.7 wird dies anhand zweier einfacher, kreisfo¨rmiger
Hindernisaufenthaltsgebiete ΩV 1 und ΩV 2 erkla¨rt. Im ersten Schritt wird aus dem
Aufenthaltsgebiet 0ΩV 2 des Hindernisses V2 das zugeho¨rige Ausschlussgebiet 0AV 2
aus der Schnittmenge der Innenkreise rV 1+rV 2 generiert. Es ergibt sich wiederum ein
kreisfo¨rmiges Gebiet, das nachfolgend das Aufenthaltsgebiet 0ΩV 1 des ersten Hinder-
nisses beschra¨nkt, sodass lediglich das Gebiet 0ΩV 1\0AV 2 erlaubt ist und somit das
Gebiet 1ΩV 1 deﬁniert. Der hochgestellte Index kennzeichnet die jeweilige Iteration. Im
na¨chsten Schritt muss aus diesem beschra¨nkten Gebiet das zugeho¨rige Ausschlussge-
biet 1AV 1 gebildet und gegen das Aufenthaltsgebiet 0ΩV 2 betrachtet werden. Dies wird
in den Teilbildern vier und fu¨nf verdeutlicht. Daraus ergibt sich ein iterativer Prozess,
der jeweils das Ausschlussgebiet des einen Hindernisses gegen das Aufenthaltsgebiet
des anderen betrachtet und vice versa. In Abha¨ngigkeit der Gebietsform konvergiert
diese Iteration recht zu¨gig. Im dargestellten Beispiel haben die Aufenthaltsgebiete
bereits nach der ersten Iteration (Schritt sechs) ihre abschließende Form im Wesentli-
chen eingenommen. Sind weitere Hindernisse vorhanden, nimmt der Aufwand deutlich
zu, da stets alle Hindernisse paarweise gegeneinader gepru¨ft werden mu¨ssen. Die Be-
schreibung der gegenseitigen Beeinﬂussungen ist ebenfalls in den Arbeiten zu [Hei03]
erwa¨hnt worden.
4.1.4 Trajektorienplanung durch die Aufenthaltsgebiete
Mithilfe des Propagationsverfahren ist eine Sequenz von Aufenthaltsgebieten gefun-
den worden, die zwischen den Hindernissen hindurch fu¨hrt, jedoch noch keine ex-
plizite Trajektorie liefert. Aufgrund der Problematik der U¨berabscha¨tzung ist deren
Existenz bzw. fahrphysikalische Realisierbarkeit nicht zwangsla¨uﬁg gegeben. Existiert
diese jedoch, so muss sie durch sa¨mtliche Egoaufenthaltsgebiete Ωi verlaufen, d. h.
die Trajektorie darf keinesfalls eines der Aufenthaltsgebiete verlassen. Wa¨hrend die
Hindernisgefa¨hrdungsgebiete GV j das Egofahrzeug in seiner Bewegung sehr stark ein-
schra¨nken ko¨nnen, lassen die Ausschlussgebiete AV j den Aufenthaltsgebieten Ωi des
Egofahrzeugs entsprechend der angenommenen Kooperation deutlich mehr Freiraum.
Die fahrphysikalische Realisierbarkeit muss aber dennoch in beiden Fa¨llen u¨berpru¨ft
werden.
Bevor schlussendlich die Frage nach der grundsa¨tzlichen Eignung dieses Verfahrens
zur Bestimmung einer Fahrstrategie fu¨r ein Mehrobjektszenario beantwortet werden
kann, wird zuna¨chst eine Vorschrift vorgeschlagen, wie sich eine Trajektorie durch die
Aufenthaltsgebiete berechnen la¨sst. Dazu werden die zweidimensionalen Aufenthalts-
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Bild 4.7: Iterative Bestimmung der gegenseitigen Beeinﬂussung in den Aufenthalts-
gebieten zwischen zwei Hindernissen
ra¨ume Ωi ⊂  2 um die Zeit t als dritte Dimension erweitert und ohne die Verschiebung
durch die initiale Geschwindigkeit v0 u¨bereinander projiziert [Sch06]:
Ω˜i =
⎛⎝x˜y˜
t
⎞⎠ =
⎛⎝x− v0 iΔtPy
iΔtP
⎞⎠ mit : (x, y)′ ∈ Ωi ⊂  2
Ω˜i ⊂  3 . (4.8)
Das Bild 4.8 verdeutlicht diese Projektion. Die translatorische Verschiebung durch die
Geschwindigkeit v0 wu¨rde lediglich eine Scherung der Gebiete im dreidimensionalen
Raum in x-Richtung bewirken und ist der eigentlichen Bewegung innerhalb der Ge-
biete u¨berlagert. Die Tilde kennzeichnet die Betrachtung ohne diese translatorische
Verschiebung v0 iΔtP . Im Fall von unbeschnittenen Aufenthaltsgebieten ergibt sich ein
trichterfo¨rmiges Gebilde a¨hnlich der oberen Ha¨lfte eines Rotationshyperboloiden. Die
kollisionsfreie Trajektorie kann in diesem mittig durch die Aufenthaltsgebiete entlang
der dritten Achse t gefu¨hrt werden. Eine A¨nderung der Egofahrzeugbewegung ist nicht
erforderlich. Sind die Aufenthaltsgebiete allerdings durch die Hindernisse deformiert
worden, so muss die gesuchte Trajektorie diesen Deformationen nachgefu¨hrt werden,
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Bild 4.8: Projektion der Aufenthaltsgebiete zur Berechnung der Trajektorie u¨ber der
Zeit
wie es im Bild 4.8 bereits skizziert ist. Dafu¨r mu¨sste sich die Trajektorie durch die
u¨bereinander geschichteten Aufenthaltsgebiete wie ein Gummiband spannen, das von
den Ra¨ndern der einzelnen Gebiete gehalten bzw. zur Seite gedru¨ckt wird. Durch die
Multiplikation des vertikalen Abstands ΔtP zwischen den projizierten Gebieten mit
der initialen Geschwindigkeit v0 la¨sst sich die La¨nge Δs des Teilstu¨cks von der Durch-
dringungsstelle (x˜i−1, y˜i−1)′ des Gebiets Ω˜i−1 zu (x˜i, y˜i)′ des nachfolgenden Gebiets Ω˜i
durch eine pythagoreische Addition leicht berechnen:
Δs =
√
(x˜i − x˜i−1)2 + (y˜i − y˜i−1)2 + (v0ΔtP )2 . (4.9)
Die gesamte Wegstrecke s vom Startpunkt (x˜0, y˜0) bis zum Zielpunkt (x˜n, y˜n) ergibt
sich somit zu:
s =
n∑
i=1
√
(x˜i − x˜i−1)2 + (y˜i − y˜i−1)2 + (v0ΔtP )2 . (4.10)
Die Berechnung eines Pfads durch diese geschichteten Aufenthaltsgebiete sollte nun
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in Analogie zum Gummiband die Minimierung der Wegla¨nge zum Ziel haben, a¨hn-
lich wie das Gummiband bestrebt ist, die ku¨rzeste Verbindung zwischen Start- und
Zielpunkt einzunehmen. Dabei ist kritisch anzumerken, dass die Wegla¨nge keinerlei
fahrdynamischen bzw. fahrphysikalischen Bezug hat, sondern ein rein geometrisches
Kriterium darstellt. Die Trajektorie muss im Anschluss aus der Lo¨sung dieses Mini-
mierungsproblems abgeleitet werden, das aufgrund der folgenden Punkte jedoch einen
sehr hohen Rechenaufwand aufweist:
• Aus der Sequenz der Aufenthaltsgebiete ergibt sich eine sehr hohe Anzahl an
Bestimmungsparametern. Dies erschwert massiv die Konvergenz des Minimie-
rungsproblems, vgl. [Ger04]. Beispielsweise folgen aus einem Propagationsho-
rizont von 3 s und einer typischen Schrittweite von ΔtP = 20ms bereits 150
Stu¨tzstellen und somit 300 zu berechnende Werte (x˜1, . . . , x˜300, y˜1, . . . , y˜300).
• Jede Stu¨tzstelle (x˜i, y˜i)
′ muss innerhalb des zugeho¨rigen Gebiets Ω˜i liegen. Dies
ist in jeder Optimierungsiteration zu u¨berpru¨fen. Zwar existieren durchaus ef-
ﬁziente Algorithmen zur Kontrolle, ob ein gegebener Punkt innerhalb oder au-
ßerhalb eines Polygons liegt [Ago05], in Anbetracht der hohen Anzahl an Stu¨tz-
stellen ist der Rechenaufwand jedoch dennoch sehr groß.
• Die Lo¨cher und Einschnitte in den Gebieten erschweren erheblich die Konver-
genz, da diese zu Unstetigkeiten im Minimierungsfunktional fu¨hren oder der zu
bestimmende Pfad an diesen ha¨ngen bleibt. Die Gefahr ist sehr groß, dass die
La¨nge der Bahn nicht das globale Minimum annehmen wird, sondern in einem
lokalen Minimum ha¨ngen bleibt. Ohne vorwegzugreifen verdeutlichen die beiden
Bilder 4.10 und 4.11 eines spa¨teren Beispiels exemplarisch diese Verwerfungen
innerhalb der ra¨umlichen Struktur der geschichteten Aufenthaltsgebiete.
Insgesamt kann der Minimierungsansatz nicht zielfu¨hrend sein und wird daher nicht
weiter verfolgt. Im Folgenden soll stattdessen eine alternative Berechnung des Aus-
weichpfads durch die Aufenthaltsgebiete vorgestellt werden, die zwar nur suboptimale
Lo¨sungen liefern kann, dafu¨r aber nur wenige Rechenschritte beno¨tigt:
1. Ausgehend vom Startpunkt (x˜0, y˜0)
′ werden die Stu¨tzstellen in der Projektion
der Aufenthaltsgebiete Ω˜i senkrecht nach oben hin fortgefu¨hrt:(
x˜i−1
y˜i−1
)
∈ Ω˜i ⇒
(
x˜i
y˜i
)
=
(
x˜i−1
y˜i−1
)
2. Wird das Aufenthaltsgebiet Ω˜i verlassen, weil die fortgesetzte Stu¨tzstelle (x˜i−1,
y˜i−1)′ in ein Loch oder in einen geclippten Gebietsbereich fu¨hrt, so wird der
na¨chstliegende Punkt (x˜i, y˜i)′ auf dem Gebietsrand ∂Ω˜i gewa¨hlt:(
x˜i−1
y˜i−1
)
/∈ Ω˜i ⇒
(
x˜i
y˜i
)
∈ ∂Ω˜i ∧
∣∣∣∣( x˜iy˜i
)
−
(
x˜i−1
y˜i−1
)∣∣∣∣ = Min!
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Diese Schritte werden bis zum letzten Aufenthaltsgebiet Ω˜n wiederholt, sodass am
Ende eine erste Sequenz von Stu¨tzstellen (x˜i, y˜i)
′ fu¨r i = 0 . . . n vorliegt. Bei dieser
Sequenz wird jedoch erst unmittelbar bei einem Hinderniskontakt mit dem Mano¨-
ver zur Kollisionsvermeidung begonnen, obwohl die Ausweichbewegung bereits viel
fru¨her ha¨tte einsetzen mu¨ssen. Denn in der Regel reichen die fahrphysikalischen Mo¨g-
lichkeiten zur Realisierung der beno¨tigten Bewegung nun nicht mehr aus. Aus diesem
Grund wird der ermittelte Zielpunkt (x˜n, y˜n)
′ genutzt, um ausgehend von dieser ﬁna-
len Position die gesamte Sequenz ru¨ckwa¨rts noch einmal neu zu erzeugen, sodass die
Ausweichbewegung nicht erst bei Erreichen eines Hindernisses erfolgt, sondern durch
die enger werdenden Aufenthaltsgebiete auf die Startposition gefu¨hrt wird.
3. Senkrechte Projektion des Zielpunkts (x˜n, y˜n)
′ bzw. der Stu¨tzstelle (x˜i, y˜i)′ in das
vorherige Aufenthaltsgebiet Ω˜n−1 bzw. Ω˜i−1:(
x˜i
y˜i
)
∈ Ω˜i−1 ⇒
(
x˜i−1
y˜i−1
)
=
(
x˜i
y˜i
)
4. Beim Verlassen des Aufenthaltsgebiet Ω˜i−1 wird der na¨chstliegende Punkt (x˜i−1,
y˜i−1)′ zu der Stu¨tzstelle (x˜i, y˜i)′ auf dem Gebietsrand ∂Ω˜i−1 gewa¨hlt:(
x˜i
y˜i
)
/∈ Ω˜i−1 ⇒
(
x˜i−1
y˜i−1
)
∈ ∂Ω˜i−1 ∧
∣∣∣∣( x˜i−1y˜i−1
)
−
(
x˜i
y˜i
)∣∣∣∣ = Min!
Nachteilig an dieser suboptimalen Lo¨sung ist die ausschließlich aufgrund geometri-
scher Gesichtspunkte getroﬀene Wahl, ob links oder rechts am Hindernis vorbei ge-
fahren wird oder ob gebremst oder beschleunigt wird. Das Wissen u¨ber die vollsta¨ndig
propagierte Entwicklung des Szenarios wird schlussendlich nicht genutzt, sondern im-
mer nur das jeweilige Aufenthaltsgebiet zur Berechnung herangezogen.
Anhand der Stu¨tzstellen la¨sst sich nun im Anschluss das korrespondierende Beschleu-
nigungsproﬁl berechnen, das diese Sequenz mo¨glichst genau abfahren kann und die
Lenk- und Geschwindigkeitseingriﬀe beschreibt. Fu¨r die Stu¨tzstelle (x˜i, y˜i)
′ gilt im
i-ten Propagationsschritt:
x˜i = x˜i−1 + v˜(i−1)xΔtP +
1
2
ai xΔt
2
P (4.11)
y˜i = y˜i−1 + v˜(i−1) y ΔtP +
1
2
ai y Δt
2
P . (4.12)
Die Startgeschwindigkeit (v˜0x, v˜0y)
′ ist aufgrund der eingefu¨hrten Projektion der Auf-
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enthaltsgebiete null. Durch numerische Integration der Beschleunigungsverla¨ufe lassen
sich die Geschwindigkeiten im Propagationsschritt i einfach berechnen:
v˜i x =
i∑
j=1
aj xΔtP (4.13)
v˜i y =
i∑
j=1
aj y ΔtP . (4.14)
Da die Gleichungen (4.11), (4.12) sukzessive auf den vorhergehen Propagationsschritt
(i− 1) aufbauen, ko¨nnen diese rekursiv ineinander eingesetzt werden, sodass sich mit-
hilfe der Geschwindigkeiten (4.13) bzw. (4.14) die Position der Stu¨tzstellen (x˜i, y˜i)
′
ausschließlich in Abha¨ngigkeit der Beschleunigungsverla¨ufe beschreiben lassen:
ax = (a1x a2x · · · anx) (4.15)
ay = (a1y a2y · · · an y) . (4.16)
Nach kurzer Rechnung erha¨lt man:
x˜i =
Δt2P
2
i∑
j=1
aj x
(
1 + 2(i− j)) (4.17)
y˜i =
Δt2P
2
i∑
j=1
aj y
(
1 + 2(i− j)) . (4.18)
Dies fu¨hrt auf ein lineares Gleichungssystem fu¨r die La¨ngsbeschleunigung ax:
Δt2P
2
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
3 1 O
5 3 1
7 5
. . . 1
...
. . . . . . . . . . . .
2n− 1 · · · 7 5 3 1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸
F
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1x
a2x
...
anx
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸
ax
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x˜1
x˜2
...
x˜n
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸
x˜
. (4.19)
Die Berechnung der Querbeschleunigung ay erfolgt analog, die Integrationsmatrix F
bleibt unvera¨ndert:
F ay = y˜0 . (4.20)
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Die Matrix F ist quadratisch und aufgrund ihrer Dreiecksform invertierbar. Somit
ko¨nnten die Beschleunigungsverla¨ufe ax, ay prinzipiell u¨ber die Inverse F
−1 berechnet
werden. Dies gewa¨hrleistet jedoch nicht, dass die Beschleunigungen den Maximalwert
a0 zu keinem Zeitpunkt u¨bersteigen, wenn beispielsweise die aufgrund geometrischer
Gesichtspunkte gewa¨hlten Stu¨tzstellen zu weit auseinander liegen. Aus diesem Grund
mu¨ssen die Beschleunigungen ax, ay u¨ber die Minimierung der Fehlerquadrate zwi-
schen der gewa¨hlten Trajektorie (x˜1 . . . x˜n | y˜1 . . . y˜n) und der sich aus den Beschleuni-
gungsverla¨ufen ergebenden Trajektorie
(
F ax | F ay
)
unter Einhaltung der maximalen
Beschleunigung a0 bestimmt werden. Dies fu¨hrt auf das nachfolgend in den Gleichun-
gen (4.21) und (4.22) beschriebene Minimierungsproblem.
Minimierungsproblem:
min
ax∈ n
{(
F ax − x˜
)′ (
F ax − x˜
)}
(4.21)
min
ay∈ n
{(
F ay − y˜
)′ (
F ay − y˜
)}
(4.22)
mit:
F :=
Δt2P
2
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
3 1 O
5 3 1
7 5
. . . 1
...
. . . . . . . . . . . .
2n− 1 · · · 7 5 3 1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
ax := (a1x a2x a3x . . . anx)
ay := (a1y a2y a3y . . . an y )
x˜ := (x˜1 x˜2 x˜3 . . . x˜n )
y˜ := (y˜1 y˜2 y˜3 . . . y˜n )
Nebenbedingungen:
−a0 ≤ a1y ≤ a0 −
√
a20 − a21y ≤ a1x ≤
√
a20 − a21y
−a0 ≤ a2y ≤ a0 −
√
a20 − a22y ≤ a2x ≤
√
a20 − a22y
...
...
...
...
−a0 ≤ an y ≤ a0 −
√
a20 − a2n y ≤ anx ≤
√
a20 − a2n y
Details zur Berechnungsvorschrift dieses Problems sind bereits im Abschnitt 3.2.2 er-
wa¨hnt worden. In Anbetracht der hohen Zahl an Parametern wa¨re eine alternative
Lo¨sung mittels evolutiona¨rer Algorithmen sinnvoll gewesen [Ger04], dies ist aber auf-
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grund der sich noch herausstellenden, mangelnden Belastbarkeit der Aufenthaltsgebie-
te als Basis einer Trajektorienplanung nicht weiter verfolgt worden. Abschließend muss
noch u¨berpru¨ft werden, ob die berechnete Trajektorie alle Egoaufenthaltsgebiete Ω˜i
durchla¨uft und keines von ihnen verlassen wird. Ist dies der Fall, so ist die Trajektorie
unter den gegebenen Annahmen bezu¨glich der Gefa¨hrdungs- oder Ausschlussgebiete
und der angenommenen Beschleunigungsmo¨glichkeiten der Objekte sicher kollisions-
frei. Somit la¨sst sich ein kollisionsfreier Weg in einem komplexen Mehrobjektszenario
unter Beru¨cksichtigung der fahrphysikalischen Realisierbarkeit berechnen. Im Folgen-
den wird dieses Verfahren anhand zweier Beispielszenarien demonstriert.
4.1.5 Beispielszenario 1: Zwei Hindernisse und
Fahrbahnbegrenzung
Im Bild 4.9 ist eine Propagation fu¨r ein Beispielszenario mit zwei beweglichen Hinder-
nissen dargestellt. Die Propagationschrittweite liegt bei ΔtP = 15ms. Die Bewegung
der Hindernisse wird als vollsta¨ndig bekannt angenommen, d. h. Ausschluss- und Ge-
fa¨hrdungsgebiete sind konstant und ein Zusammenschrumpfen bzw. Ausdehnen ﬁndet
nicht statt. Die Tabelle 4.1 fasst die initialen kinematischen Bewegungen des Szenarios
und die geometrischen Randbedingungen zusammen. Durch die Wahl der Innenkrei-
se zur Beschreibung der Egofahrzeug- und Hindernisgeometrien ergeben sich fu¨r die
Hindernisse Ausschlussgebiete mit einem Duchmesser von 3, 6m. Die angegebenen
Fahrbahnbegrenzungen beziehen sich auf den Mittelpunkt des Egofahrzeugs, dessen
Ausdehnung in Form der Innenkreisradien dabei bereits beru¨cksichtigt ist.
Aus der Abfolge erkennt man, wie sich das Aufenthaltsgebiet des Egofahrzeugs dem
ersten voraus liegenden Hindernis V1 na¨hert, das sich deutlich langsamer in die gleiche
Richtung nach rechts bewegt. Noch bevor dieses erste erreicht wird, kommt das zwei-
te Hindernis V2 entgegen und teilt das Egoaufenthaltsgebiet bei t97 = 1, 46 s in zwei
separate Teile auf, die nun getrennt voneinander propagiert werden mu¨ssen. Beide
Gebiete wachsen weiter an, wa¨hrend sie sich auf das urspru¨nglich erste, noch voraus
Tabelle 4.1: Beispielszenario 1: Bewegungsgro¨ßen und geometrische
Randbedingungen
x0 y0 v0x v0y a0 2R = l 2r = b
Egofahrzeug 0m 0m 20m/s 0m/s 3m/s2 4m 1, 8m
Hindernis 1 27m −0, 25m 7m/s 0m/s 0m/s2 4m 1, 8m
Hindernis 2 71, 5m 2m −30m/s −0, 5m/s 0m/s2 4m 1, 8m
Fahrbahnrand yFl 3, 5m
Fahrbahnrand yFr −2, 5m
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Bild 4.9: Beispielszenario 1: Propagation der Aufenthaltsgebiete (v0 = 20m/s, a0 =
3m/s2)
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Bild 4.10: Beispielszenario 1: Projektion der Aufenthaltsgebiete (Pfad 1)
Bild 4.11: Beispielszenario 1: Projektion der Aufenthaltsgebiete (Pfad 2)
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Bild 4.12: Beispielszenario 1: La¨ngs-
und Querbeschleunigung
(Pfad 1)
Bild 4.13: Beispielszenario 1: La¨ngs-
und Querbeschleunigung
(Pfad 2)
liegende Hindernis V1 zubewegen. Dabei umﬂießt das Gebiet des ersten Pfads das Hin-
dernis beidseits und wa¨chst gleichzeitig so schnell, dass es auf der Ru¨ckseite bereits
wieder zusammenﬂießt, bevor sich die beiden Arme auf der Vorderseite voneinander
getrennt haben. Dadurch entsteht keine weitere Aufspaltung in einen zusa¨tzlichen Teil
und somit auch kein zusa¨tzlicher dritter Pfad. Insbesondere zu spa¨teren Propagati-
onszeitpunkten ﬂießt das Aufenthaltsgebiet wieder sehr schnell in den Bereich hinter
einem Hindernis hinein, was sehr gut zu den Zeitpunkten t129 = 1, 94 s und t145 = 2, 17 s
zu erkennen ist. Wird das Hindernis dabei von beiden Seiten umﬂossen, so wird der
Winkel unter dem die beiden Arme wieder zusammenlaufen, mit der Propagations-
zeit kontinuierlich stumpfer. Dies verdeutlicht nochmals die Problematik der U¨berab-
scha¨tzung, denn dieses sofortige Hineinﬂießen in den abgeschatteten Bereich resultiert
aus der fahrphysikalisch nicht realisierbaren Tatsache, dass das Aufenthaltsgebiet des
Egofahrzeugs sich stets in alle Richtungen ausdehnt, vo¨llig unabha¨ngig von den real
erreichbaren Geschwindigkeiten auf dem Rand. Beim Passieren des Hindernisses zum
Propagationsschritt i kann es sich sofort wieder in dessen Schattenbereich mit der
Geschwindigkeit a0 iΔtP hinein bewegen, ohne zuna¨chst die laterale Geschwindigkeit
kompensieren zu mu¨ssen bzw. in diese Richtung zu beschleunigen.
In den Bildern 4.10 und 4.11 sind die Aufenthaltsgebiete Ω˜i des Egofahrzeugs fu¨r bei-
de Pfade u¨bereinander geschichtet dargestellt. Fu¨r den ersten Pfad erkennt man sehr
deutlich, wie das umﬂossene Hindernis einen Tunnel durch diese ra¨umliche Struktur
zieht. Die Gebiete werden in ihrer lateralen Ausdehnung lediglich durch die Fahr-
bahnbegrenzungen bei yFr = −2, 5m bzw. yFl = 3, 5m limitiert. Im Gegensatz dazu
ko¨nnen sie sich in La¨ngsrichtung ungehindert ausdehnen. Beide Abbildungen sind
um die nach der beschriebenen Vorschrift ermittelten Trajektorie erga¨nzt worden.
Die zugeho¨rigen Beschleunigungsproﬁle zeigen die Bilder 4.12 und 4.13, aus denen
sich die beno¨tigten Steuerbewegungen des Egofahrzeugs zum Abfahren ergeben. Der
Eingriﬀ in die La¨ngsbewegung fa¨llt dabei gering aus, da die Querbewegung bei der
Berechnung der Trajektorie durch die Randbedingung sta¨rker priorisiert wird und fu¨r
die La¨ngsbewegung nur noch der Anteil der geometrischen Subtraktion zwischen der
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Grenze des Kammschen Kreises und der Querbeschleunigung verbleibt.
Eine weitere Schwa¨che des Verfahrens wird hier oﬀenbar. Anhand der Abfolge der
Propagation mu¨sste es eigentlich noch einen dritten Pfad zwischen den Hindernissen
hindurch geben, indem erst rechts am Hindernis V2 und anschließend links am Hinder-
nis V1 vorbei gefahren wird. Da das Gebiet aber nach dem zweiten Hindernis wieder
zusammenﬂießt, bevor es sich vor dem Hindernis V1 vollsta¨ndig geteilt hat, kann die-
ser dritte Pfad nicht entdeckt werden und die Trajektorienplanung entscheidet sich,
rechts am Hindernis V1 vorbeizufahren. Prinzipiell mu¨sste es bei zwei Hindernissen
sogar noch einen vierten Pfad geben, na¨mlich wenn es dem Gebiet im Pfad 2 gelingen
wu¨rde, hinter dem Hindernis V2 bis auf die untere Fahrbahnseite zu gelangen und
das Hindernis V1 rechts zu umfahren. Diese Bewegung ist jedoch nicht mo¨glich, da
die Hindernisse zu dicht aufeinander folgen und sich das Egoaufenthaltsgebiet nicht
mehr bis zum unteren Fahrbahnrand propagieren la¨sst. Man erkennt aber, wie zum
Zeitpunkt t145 noch ein Ausla¨ufer des Aufenthaltsbiets versucht, sich unten herum
am Hindernis V1 entlang zu schla¨ngeln, aber letztlich durch das Hindernis vernichtet
wird.
4.1.6 Beispielszenario 2: Zehn Hindernisse
Als zweites Beispiel wird ein komplexes Mehrobjektszenario mit sieben beweglichen
und drei stehenden Hindernissen vorgestellt. Die Propagationsabfolge ist in den Bil-
dern 4.14 und 4.15 dargestellt. Als Propagationschrittweite ist wieder ΔtP = 15ms
gewa¨hlt und die Bewegung der Hindernisse als vollsta¨ndig bekannt angenommen wor-
den. Die genauen kinematischen Bewegungsparameter des Szenarios und die geome-
Tabelle 4.2: Beispielszenario 2: Bewegungsgro¨ßen und geometrische
Randbedingungen
x0 y0 v0x v0y a0 2R = l 2r = b
Egofahrzeug 0m 0m 20m/s 0m/s 3m/s2 4m 1, 8m
Hindernis 1 27m −0, 25m 7m/s 0m/s 0m/s2 4m 1, 8m
Hindernis 2 71m 2m −30m/s −5m/s 0m/s2 4m 1, 8m
Hindernis 3 16, 75m 10m 0m/s 9m/s 0m/s2 4m 1, 8m
Hindernis 4 5, 5m −5m 10m/s 5m/s 0m/s2 4m 1, 8m
Hindernis 5 23, 75m −10m 0m/s 6m/s 0m/s2 4m 1, 8m
Hindernis 6 51, 75m 2m 0m/s 0m/s 0m/s2 4m 1, 8m
Hindernis 7 51, 75m −4m 0m/s 0m/s 0m/s2 4m 1, 8m
Hindernis 8 87m −12m −5m/s 3m/s 0m/s2 4m 1, 8m
Hindernis 9 53, 75m −2m 0m/s 0m/s 0m/s2 4m 1, 8m
Hindernis 10 27m −10m 5m/s 6m/s 0m/s2 4m 1, 8m
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4.1 Propagationsverfahren
Bild 4.14: Beispielszenario 2: Propagation der Aufenthaltsgebiete (v0 = 20m/s, a0 =
3m/s2) (Teil 1)
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Bild 4.15: Beispielszenario 2: Propagation der Aufenthaltsgebiete (v0 = 20m/s, a0 =
3m/s2) (Teil 2)
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4.1 Propagationsverfahren
Bild 4.16: Beispielszenario 2: Projektion der Aufenthaltsgebiete (Pfad 1)
Bild 4.17: Beispielszenario 2: Projektion der Aufenthaltsgebiete (Pfad 2)
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Bild 4.18: Beispielszenario 2: La¨ngs-
und Querbeschleunigung
(Pfad 1)
Bild 4.19: Beispielszenario 2: La¨ngs-
und Querbeschleunigung
(Pfad 2)
trischen Abmessungen sind der Tabelle 4.2 zu entnehmen. Fahrbahnbegrenzungen
existieren nicht.
Das Egofahrzeug kann das Hindernis V4 noch problemlos passieren. Beim Kontakt
mit dem Hindernis V5 wird das Aufenthaltsgebiet bereits deformiert und durch das
Hindernis V2 in zwei Teile aufgespalten, die im Anschluss getrennt voneinander pro-
pagiert werden. Im weiteren Verlauf treﬀen die beiden Egoaufenthaltsgebiete auf die
na¨chsten Hindernisse, die das Gebiet weiter deformieren. Zwischen den drei stehen-
den Hindernissen V6, V7 und V9 auf der La¨ngsposition von etwa x ≈ 52m ﬂießen die
beiden Gebiete zum Zeitpunkt t157 = 2, 36 s hindurch und vereinigen sich danach auf-
grund der bereits hohen U¨berabscha¨tzung wieder sehr schnell, sodass keine weitere
Teilung der Aufenthahltsgebiete des Egofahrzeugs mehr erfolgt. Wie bereits im ersten
Beispielszenario detailliert erla¨utert, ﬂießen auch hier wieder die Aufenthaltsgebiete
entgegen der fahrphysikalischen Realisierbarkeit sehr rasch in den abgeschatteten Be-
reich hinter den Hindernissen hinein.
In den Bildern 4.16 und 4.17 sind die propagierten Egoaufenthaltsgebiete Ω˜i darge-
stellt und verdeutlichen die longitudinale und laterale Ausdehnung zu den einzelnen
Propagationszeitschritten ti. Dabei werden die Gebiete von den Ausschluss- bzw. Ge-
fa¨hrdungsgebieten der Hindernisse deformiert und durchsetzt. Die Trajektorien fu¨r
die beiden Pfade durch diese Gebiete sind ebenfalls eingezeichnet. Die dazugeho¨rigen
Beschleunigungsproﬁle zeigen die Bilder 4.18 und 4.19:
• Pfad 1: Fu¨r diesen Pfad ﬁndet die Trajektorienplanung leider keinen fahrbaren
Weg, obwohl oﬀensichtlich zwei aufgrund des zur Verfu¨gung stehenden Raums
realisierbar sein sollten. Denn das Egofahrzeug ko¨nnte entweder ganz unten ent-
lang fahren oder aber vor den drei stehenden Hindernisse V6, V7 und V9 wieder
nach oben lenken und sich zwischen diesen hindurch schla¨ngeln. Stattdessen
lenkt es bei x ≈ 42m zum Zeitpunkt t145 durch das Hindernis V1 hindurch und
verla¨sst das Egoaufenthaltsgebiet Ω˜145, weil die Vorgaben zu restriktiv sind.
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• Pfad 2: In den Propagationsschritten t97 = 1, 46 s und t181 = 2, 71 s lenkt das
Fahrzeug jeweils scharf an einem Hindernis vorbei, ohne jedoch das Aufent-
haltsgebiet zu verlassen.
Es wird oﬀensichtlich, dass die vorgeschlagene Art und Weise zur Berechnung einer
geeigneten Trajektorie anhand geometrischer Vorgaben nicht immer in der Lage ist,
auch einen realisierbaren Weg zu ﬁnden. Insbesondere wenn oﬀensichtlich mehrere
Wege mo¨glich sind, erscheint die getroﬀene Wahl recht willku¨rlich. Denn za¨hlt man
die Arme der Aufenthaltsgebiete zusammen, die sich zwischen den Hindernissen hin-
durchschla¨ngeln, so ha¨tte man trotz des Zusammenﬂießens der Gebiete prinzipiell am
Ende acht mo¨gliche Pfade zur Auswahl.
4.1.7 Abschließende Bemerkungen zum Propagationsverfahren
Die bisherigen Ergebnisse sind im Hinblick auf eine kollisionsvermeidende Trajektorie
in Mehrobjektszenarien leider recht ernu¨chternd. Zwar lo¨st man sich durch den Ansatz
der Aufenthaltsgebiete von expliziten Trajektorien und betrachtet sie in ihrer Gesamt-
heit. Durch die U¨berabscha¨tzung erfolgt diese Darstellung jedoch zu allgemein, denn
aufgrund der fehlenden Geschwindigkeitsinformation werden die Gebiete zu groß pro-
pagiert und es existieren zu ha¨uﬁg keine fahrphysikalisch realisierbaren Trajektorien,
die alle Gebiete durchlaufen, bzw. die sich nur sehr schwer anhand dieser Gebiete iden-
tiﬁzieren lassen. Der Nutzen der Propagationsgebiete fu¨r die Trajektorienplanung ist
daher letztlich fraglich, wenn sich die belastbaren Bewegungsmo¨glichkeiten aus den
zu großen Gebieten nicht zuverla¨ssig ableiten lassen.
Fu¨r jedes Hindernis muss vorab eine Bewegungshypothese aufgestellt werden, die
von einer unvera¨nderten Bewegung bis hin zu einer maximalen Beschleunigung von
9, 81m/s2 reichen kann. Interessanterweise unterscheiden sich bei bekannter Bewe-
gung die Gefa¨hrdungs- und Ausschlussgebiete lediglich um die Diﬀerenz der gewa¨hl-
ten Innenkreis- bzw. Außenkreisradien, wohingegen mit wachsender Beschleunigung
die Gefa¨hrdungsgebiete gro¨ßer, die Ausschlussgebiete jedoch kleiner werden und sich
schlussendlich auﬂo¨sen. Die Gefa¨hrdungsgebiete stellen eine Worst-Case-Annahme
dar und gehen von einem maximal aggressiven Fahrverhalten des Hindernisses aus,
das auf Kollisionskurs mit dem Egofahrzeug ist. Jede ungu¨nstige Konstellation fu¨r ei-
ne Kollision wird ausgeschlossen, wenn die Gefa¨hrdungsgebiete mit den Außenkreis-
radien von Ego- und Hindernisfahrzeug gebildet werden. Demgegenu¨ber gehen die
Ausschlussgebiete von einem kooperierenden Verhalten aus, d. h. das Hindernis ver-
sucht ebenfalls, eine Kollision zu vermeiden. Das Hindernis kann jedoch mit seiner
geometrischen Ausdehnung unter keinen Umsta¨nden verhindern, dass es innerhalb
der Ausschlussgebiete zu einer Kollision kommt, wenn diese mit den Innenkreisradien
gebildet werden. Folglich ist ein Tauschen der Radien, also die Bildung der Gefa¨hr-
dungsgebiete mit den Innenkreisradien und die der Ausschlussgebiete mit den Außen-
kreisradien nicht sinnvoll, da die Kriterien
”
maximale Kollisionsvermeidung“ bei den
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Gefa¨hrdungsgebieten und
”
Kollisionsunvermeidbarkeit“ bei den Ausschlussgebieten
aufgeweicht werden wu¨rden und die anhand der Propagation getroﬀene Situations-
analyse nicht mehr belastbar wa¨re.
Abschließend la¨sst sich schlussfolgern, dass das Propagationsverfahren unter Verwen-
dung der Ausschlussgebiete nur geeignet ist, um in einem Mehrobjektszenario eine
unvermeidbare Kollision zu erkennen, na¨mlich wenn das Egoaufenthaltsgebiet durch
ein Ausschlussgebiet eines Hindernisses eliminiert wird. Allerdings ko¨nnen nicht alle
Kollisionen erkannt werden und somit du¨rfen im Umkehrschluss die Egoaufenthalts-
gebiete auch nicht als Basis zur Ableitung einer sicheren Fahrstrategie herangezogen
werden. Fu¨r diesen Fall mu¨ssten im Propagationsverfahren die Gefa¨hrdungsgebie-
te genutzt werden, um sicher kollisionsfreie Aufenthaltsgebiete des Egofahrzeugs zu
erhalten. Aufgrund der Problematik der U¨berabscha¨tzung und der verwendeten Au-
ßenkreisradien ist es jedoch dann ha¨uﬁg nicht mehr mo¨glich, eine fahrbare Trajektorie
durch die Egoaufenthaltsgebiete zu ﬁnden. Folglich ist dieses Verfahren sehr gut fu¨r
Funktionen geeignet, die eine Kollisionsunvermeidbarkeit mittels der Ausschlussgebie-
te sicher erkennen mu¨ssen, beispielsweie bei einer automatischen Notbremsfunktion,
nicht jedoch fu¨r Funktionen, die auf Basis der Egoaufenthaltsgebiete versuchen, eine
Fahrstrategie abzuleiten. Denn in diesem Fall interessiert nicht nur das letzte, sondern
die gesamte Sequenz der Aufenthaltsgebiete, die wa¨hrend der Propagation gespeichert
und im Anschluss genutzt werden mu¨ssen. Je nach Komplexita¨t, der Anzahl der Pfa-
de und dem gewa¨hlten Propagationshorizont wird ein entsprechend umfangreiches
Datenmanagement beno¨tigt. Daru¨ber hinaus ist der algorithmische Aufwand enorm.
Abgesehen von der Propagation der Gebiete und der Generierung der Ausschluss-
bzw. Gefa¨hrdungsgebiete unter Beru¨cksichtigung der vielen mo¨glichen Spezialfa¨lle,
wie beispielsweise Gebietslo¨cher, U¨berschneidungen und Vereinigungen oder Erga¨n-
zungen von Polygonzu¨gen an Eckpunkten, ist auch die Berechnung der Trajektorie
an dieser Stelle noch nicht zufriedenstellend gelo¨st worden.
4.2 Methode der Passierungstore
Die Unzula¨nglichkeiten im vorherigen Verfahren liegen im Wesentlichen in der feh-
lenden Geschwindigkeitsinformation begru¨ndet, wodurch sich fahrphysikalisch nicht
realisierbare Bewegungen ergeben, die aufgrund der unzula¨nglichen mathematischen
Beschreibung nicht weiter eingeschra¨nkt werden ko¨nnen. Wie bereits erwa¨hnt, ließe
sich durch eine Erweiterung der Aufenthaltsgebiete um die Zusta¨nde vx und vy das
tatsa¨chlich erreichbare Gebiete realita¨tsna¨her einschra¨nken. Problematisch ist dabei
allerdings, dass nicht zwangsla¨uﬁg jedem Ort im Aufenthaltsgebiet eine eindeutige Ge-
schwindigkeit zugeordnet werden kann, sondern prinzipiell Intervalle bzw. Geschwin-
digkeitsbereiche mo¨glich sein mu¨ssten. Eine Erweiterung des Verfahrens mu¨sste daher
fu¨r jeden Punkt im Aufenthaltsgebiet die maximale und die minimale Geschwindig-
keit in x- und y-Richtung wa¨hrend der Propagationsschritte
”
buchfu¨hren“. Dies wird
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aufgrund des sehr hohen algorithmischen Aufwands nicht weiter verfolgt. Betrachtet
man jedoch noch einmal die beiden vorherigen Beispiele und die zugeho¨rigen Be-
schleunigungsproﬁle der Trajektorien in den Bilden 4.12, 4.13 bzw. 4.18, 4.19 genau-
er, erkennt man, dass die La¨ngsbeschleunigung nur einen geringen Anteil besitzt, da
die laterale Bewegung durch die Nebenbedingungen priorisiert wird und den gro¨ßten
Anteil des Gesamtbeschleunigungspotenzials aufzehrt. Folglich ist es naheliegend, das
Verfahren in eine longitudinale und eine laterale Bewegung zu zerlegen und die Propa-
gation unter Annahme von Bewegungshypothesen fu¨r die Hindernisse ausschließlich
auf die laterale Bewegung anzuwenden. Durch eine Trennung der Propagation wird
es einerseits mo¨glich, die laterale Geschwindigkeit mit zu beru¨cksichtigen und die
Propagation scha¨rfer zu formulieren, andererseits la¨sst sich dadurch die Komplexita¨t
handhabbar begrenzen, vgl. hierzu [Sch07]. Aus der pra¨zisen Abbildung der lateralen
Bewegungsmo¨glichkeit lassen sich im Anschluss Passierungstore postulieren, die das
Egofahrzeug durchfahren muss, um jegliche Kollision mit den beteiligten Hindernissen
zu vermeiden.
4.2.1 Longitudinale Propagation
Im ersten Schritt werden anhand der longitudinalen Propagation die Positionen be-
stimmt, an denen das Egofahrzeug in La¨ngsrichtung auf die einzelnen Hindernisse
triﬀt und die Bereiche ermittelt, die zu einer Kollision aufgrund der gegenseitigen
U¨berdeckung der Fahrzeuggeometrien fu¨hren wu¨rden. Betrachtet man dazu zuna¨chst
ausschließlich die longitudinale Bewegung des Egofahrzeugs, so gilt die allgemeine
Gleichung (2.4):
x(t) = vxt+
1
2
axt
2 . (4.23)
Der Beschleunigungsterm in der Bewegungsgleichung kann zu null gesetzt werden,
wenn von einer gleichfo¨rmigen Bewegung des Egofahrzeugs als Fahrhypothese ausge-
gangen werden soll. Im Folgenden wird sie aber fu¨r den allgemeinen Fall beru¨cksich-
tigt. Fu¨r die Hindernisse Vi werden gleichermaßen die allgemeine Bewegungsgleichung
angesetzt:
xV i(t) = xV i + vxV it+
1
2
axV it
2 . (4.24)
Fu¨r jedes Hindernis muss eine Bewegungshypothese getroﬀen werden, die die zu-
ku¨nftige Bewegung a-priori festlegt. Wird beispielsweise ein Hindernis als maximal
unkooperativ angenommen, so muss das gesamte Intervall fu¨r die Beschleunigung
axV i ∈ [axMin, axMax] in Betracht gezogen werden. Im na¨chsten Schritt wird nun unter-
sucht, wann der fru¨heste Kontakt der Fahrzeuggeometrien zwischen dem Egofahrzeug
E und den Hindernissen Vi mit ihren jeweiligen Bewegungshypothesen erfolgt und
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Bild 4.20: Erster und letzter Kontaktpunkt zwischen Ego- und Hindernisfahrzeug
wa¨hrend der
”
virtuellen“ Durchdringung
wann der jeweils letzte Kontakt besteht. Dabei ist es ohne Belang, ob die Hindernisse
in der eigenen Spur oder in einer Nachbarspur fahren oder von der Seite kommend
die Spur kreuzen, sondern es wird ausschließlich die La¨ngsposition x betrachtet. Die
laterale Position y ist in der longitudinalen Propagation irrelevant und wird nicht
beru¨cksichtigt. Das bedeutet aber auch, dass Hindernisse, die tatsa¨chlich auf Kollisi-
onskurs liegen und gefahrlose Hindernisse auf der Nebenfahrbahn nicht voneinander
unterschieden werden.
Unter Beru¨cksichtigung der Fahrzeuggeometrien werden die Zeitpunkte ti, t′i und die
Positionen xi, x′i identiﬁziert, zwischen denen eine ”virtuelle“ U¨berdeckung von Ego-
fahrzeug und Hindernis Vi stattﬁndet. Analytisch erfolgt dies durch Gleichsetzen der
Bewegungsgleichungen (4.23) und (4.24). Da als Bezugspunkt fu¨r die Fahrzeugbe-
wegung generell die Mitte der vorderen Stoßstange gewa¨hlt wird, muss fu¨r die Be-
rechnung der Kontaktzeitpunkte die Bewegungsgleichung des Hindernisses um die
Fahrzeugla¨nge des Hindernisses und oder des Egofahrzeugs erga¨nzt werden. Dabei
sind vier verschiedene Fa¨lle fu¨r den zusa¨tzlichen Abstand dV i zu unterscheiden, die im
Bild 4.20 verdeutlicht werden. Im Fall eines ru¨ckwa¨rtigen, aber schnelleren Hindernis-
ses ist die Reihenfolge der Kontaktpunkte gegenu¨ber dem voraus fahrenden Hindernis
vertauscht. Bei einem querenden Hindernis muss statt der Hindernisfahrzeugla¨nge die
halbe Hindernisbreite herangezogen werden, bei schra¨g fahrenden Hindernissen muss
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Bild 4.21: Kontaktpunkte durch
”
virtuelle“ Durchdringung der Fahrschla¨uche
in Abha¨ngigkeit der Orientierung entsprechend entschieden werden, welche Gro¨ße zu
wa¨hlen ist. Als Lo¨sung des Kontaktzeitpunkts erha¨lt man:
x(ti)
!
= xV i(ti) : ⇒ ti = −vxV i − vx
axV i − ax ±
√(
vxV i − vx
axV i − ax
)2
− 2 (xV i + dV i)
axV i − ax . (4.25)
Diese Gleichung ist fu¨r den ersten und fu¨r den letzten Kontaktpunkt zwischen dem
Egofahrzeug E und jedem einzelnen Hindernis Vi zu berechnen. Unter der Forde-
rung, dass der Zeitpunkt ti gro¨ßer null sein muss und weder Hindernis noch Ego-
fahrzeug durch die Beschleunigungskomponente die Fahrtrichtung gea¨ndert haben
du¨rfen, sprich plo¨tzlich ru¨ckwa¨rts fahren, lassen sich aus den zwei Lo¨sungen der qua-
dratischen Gleichung die jeweils plausible identiﬁzieren. Tra¨gt man die Gleichungen
der La¨ngsposition sa¨mtlicher Fahrzeuge in der Form x u¨ber t unter Beru¨cksichtigung
der Startpositionen xV i graﬁsch auf, so lassen sich die Kontaktpunkte als die Schnitt-
punkte der Fahrschla¨uche konstruieren, wie es anschaulich im Bild 4.21 anhand eines
Egofahrzeugs E und zweier Hindernisse V1 und V2 dargestellt ist. Wa¨hrend das ers-
te Hindernis V1 voraus liegend langsamer, aber mit konstanter Geschwindigkeit in
gleicher Richtung fa¨hrt, kommt ein zweites Hindernis V2 entgegen, fu¨r das eine Be-
schleunigung im Bereich 0 ≤ axV 2 ≤ axMax angenommen worden ist. Anhand der
Fahrschla¨uche ergeben sich der erste Kontakt des Egofahrzeugs mit dem Hindernis V1
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Bild 4.22: Konstruktion der Sperrﬂa¨che anhand der longitudinalen Propagation und
der lateralen Hindernisbewegung
bei x1 beim Auftreﬀen auf dessen Heck und der letzte Kontakt bei x′1, nachdem das
Egofahrzeug das Hindernis virtuell durchdrungen hat und sich das Heck gerade von
der vorderen Stoßstange des Hindernisses lo¨st. Fu¨r das entgegen kommende Hinder-
nis V2 erfolgt der erste Kontakt bei (t2, x2), wenn beide Fahrzeugfronten aufeinander
treﬀen, und der letzte bei (t′2, x′2), wenn beide Hecks sich gerade noch beru¨hren. Der
letzte Kontaktpunkt wird jeweils durch die gestrichene Gro¨ße gekennzeichnet.
Zwischen dem ersten und dem letzten Kontaktpunkt stellt das Hindernis eine poten-
zielle Gefahr dar, d. h. das Egofahrzeug darf den Bereich, den das Hindernis zwischen
diesen Zeitpunkten u¨berdeckt, nicht befahren. Anhand der Positionen (xV i, yV i) und
(x′V i, y
′
V i), die das Hindernis Vi zu Beginn und am Ende einnimmt, la¨sst sich unter Be-
ru¨cksichtigung der Fahrzeuggeometrien von Egofahrzeug und Hindernis in Analogie
zum Gefa¨hrdungsgebiet des Propagationsverfahrens eine rechteckfo¨rmige Sperrﬂa¨che
Si deﬁnieren, die vom Egofahrzeug nicht befahren werden darf. Das Bild 4.22 ver-
deutlicht dies fu¨r ein Hindernis Vi, wobei fu¨r dieses Hindernis eine leicht schra¨ge
Fahrtrichtung gegenu¨ber dem Egofahrzeug angenommen worden ist, was zu einer zu-
sa¨tzlichen kleinen Aufdehnung der Sperrﬂa¨che in y-Richtung fu¨hrt. Die vier Eckpunk-
te (si x inf , si y inf), (si x sup, si y inf), (si x inf , si y sup) und (si x sup, si y sup) der Sperrﬂa¨che Si
lassen sich fu¨r voraus fahrende und entgegen kommende Hindernisse zusammenfas-
sen. Man erha¨lt:
si x inf = Min
{
xV i(ti) , xV i(ti)− sign(vxV i) lV i
}
(4.26)
si y inf = Min
{
yV i(ti)−
(
bV i
2
+
bE
2
)
, yV i(t
′
i)−
(
bV i
2
+
bE
2
) }
(4.27)
si x sup = Max
{
xV i(t
′
i) + lE , xV i(t
′
i)− sign(vxV i) (lV i + lE)
}
(4.28)
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si y sup = Max
{
yV i(ti) +
(
bV i
2
+
bE
2
)
, yV i(t
′
i) +
(
bV i
2
+
bE
2
) }
(4.29)
Die laterale Ausdehnug ist dabei um die Summe der halben Fahrzeugbreite von Ego-
und Hindernisfahrzeug (bE + bV i)/2 erweitert worden. Die untere Begrenzung si y inf
ergibt sich aus der minimalen lateralen Position, die entweder zu Beginn ti oder zum
Ende t′i eingenommen wird, die obere Begrenzung si y sup analog aus der maximalen
lateralen Position. Die longitudinalen Begrenzungen si x inf , si x sup folgen unmittelbar
unter Beachtung der Fahrzeugla¨ngen lE und lV i der beteiligten Fahrzeuge aus der
longitudinalen Propagation. Mittels der Signum-Funktion lassen sich die vier Fa¨lle
entsprechend Bild 4.20 zusammenfassen. Beispielsweise wird ein entgegen kommendes
Hindernis zuna¨chst an der vorderen Stoßstange getroﬀen. Daher folgt fu¨r die untere
Begrenzung si x inf :
xV i(ti) < xV i(ti)− sign(vxV i)︸ ︷︷ ︸
=−1
lV i ⇒ si x inf = xV i(ti) .
Hingegen ergibt sich der letzte Kontaktpunkt am Ende der virtuellen Durchdringung,
wenn beide hinteren Stoßstangen gerade noch aneinander stoßen. Somit gilt fu¨r die
obere Begrenzung si x sup in diesem Fall:
xV i(t
′
i) + lE < xV i(t
′
i)− sign(vxV i)︸ ︷︷ ︸
=−1
(lV i + lE) ⇒ si x sup = xV i(ti) + (lV i + lE) .
4.2.2 Laterale Propagation
Analog zur bekannten Beschreibung der longitudinalen Bewegung folgt fu¨r die laterale
Bewegung bei vorhandener Quergeschwindigkeit vy:
t ≥ ti : y(t) = y(ti) + vy(ti)
(
t− ti
)
+
1
2
ay
(
t− ti
)2
, (4.30)
die fu¨r vy(ti) = 0 auf die bekannte Gleichung (2.2) fu¨hrt. Dies ist aber im Verlauf der
Propagation nicht mehr erfu¨llt, da die Quergeschwindigkeit vy wa¨hrend des Lenkens
gerade nicht null ist und somit maßgeblichen Einﬂuss auf die Bewegung und die
minimal und maximal erreichbaren lateralen Positionen hat.
Es gibt oﬀensichtlich stets zwei Mo¨glichkeiten, na¨mlich links oder rechts an einem
Hindernis vorbeizufahren. Folglich existieren bei n Hindernissen maximal 2n Pfade
zwischen den Hindernissen hindurch. Somit ist fu¨r die weitere laterale Planung der
Trajektorie entscheidend, welchen maximalen und minimalen Querversatz das Fahr-
zeug einerseits bis zum na¨chsten Hindernis erreichen kann und welche Pfade anderer-
seits dadurch von vornherein entfallen. Das Bild 4.23 verdeutlicht die Bewegung des
Fahrzeugs aus der initialen Startposition heraus an vier Hindernissen vorbei, wobei
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Bild 4.23: Befahrbare Sektoren bei Anwesenheit von Hindernissen
eine Begrenzung durch die Fahrbahnra¨nder und die zuvor eingefu¨hrten Sperrﬂa¨chen
erfolgt. Zur besseren Verdeutlichung werden stehende Hindernisse angenommen, da
in diesem Fall die Sperrﬂa¨chen auf den Fahrzeugpositionen liegen. Es ergibt sich ein
Sektor vor dem Fahrzeug, der erreicht und befahren werden kann, der im Bild dun-
kelgrau markiert ist. Taucht nun innerhalb dieses Sektors ein erstes Hindernis V1 auf,
so wird der befahrbare, kollisionsfreie Bereich durch dessen Sperrﬂa¨che S1 begrenzt
und die weitere Bewegung darf nur noch aus dem oberen und dem unteren verbliebe-
nen, kollisionsfreien Teil heraus bis zum na¨chsten Hindernis weiter propagiert werden.
Wa¨hrend der untere bereits beim Hindernis V2 durch dessen Sperrﬂa¨che S2 vernichtet
wird, fu¨hrt der obere Bereich bis zum Ende auf eine Sequenz von Sektoren, durch
die die zu wa¨hlende Trajektorie fu¨hren muss, damit es zu keiner Kollision kommt.
A¨hnlich wie beim Propagationsverfahren ist auch hier bisher noch keine Trajektorie
explizit berechnet, sondern die Gesamtheit aller mo¨glichen Trajektorien betrachtet
worden, d. h. es ist lediglich gepru¨ft worden, ob u¨berhaupt mindestens eine kollisions-
freie Trajektorie fu¨r dieses Szenario existiert.
Um von jedem (begrenzten) Sektor wiederum den nachfolgend erreichbaren Sektor zu
bestimmen, wird neben der Position y auch die laterale Geschwindigkeit vy beno¨tigt.
Auf ein starkes Ausweichen in eine Richtung kann erst nach Kompensation von vy eine
Bewegung in die entgegengesetzte Richtung folgen. Dazu mu¨ssten aber theoretisch
alle Trajektorien, die in diesen Sektor fu¨hren, betrachtet werden, um anhand der
bekannten lateralen Geschwindigkeit die realisierbare Gegenbewegung berechnen zu
ko¨nnen. Dies ist aber aufgrund der Mannigfaltigkeit nahezu unmo¨glich, insbesondere
bei mehrfacher Begrenzung durch weitere Sperrﬂa¨chen. Es ist jedoch mo¨glich, wie
im Folgenden gezeigt wird, zu jeder lateralen Position y ein Geschwindigkeitsintervall
vyMin ≤ vy ≤ vyMax zu berechnen, das in diesem Punkt erreicht werden kann. Dazu
geht man zum Zeitpunkt t0 von einem Startpunkt (1v0y, 1y0) aus. Der tiefgestellte
Index kennzeichnet den Propagationsschritt bzw. den Zeitpunkt, in diesem Fall t0,
der hochgestellte Index nummeriert die betrachteten Punkte in diesem Zeitpunkt. Bei
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einem Beschleunigungsvermo¨gen ay im Intervall ay ∈
[
ayMin, ayMax
]
kann das Fahrzeug
nach einem Zeitschritt ΔtP nur Geschwindigkeiten innerhalb der Grenzen
v1yMax =
1v0y + ayMaxΔtP (4.31)
v1yMin =
1v0y + ayMinΔtP (4.32)
annehmen. Gleichzeitig kann sich das Fahrzeug nach diesem Propagationsschritt nur
innerhalb des Intervalls
y1Max =
1y0 +
1v0y ΔtP +
1
2
ayMaxΔt
2
P (4.33)
y1Min =
1y0 +
1v0y ΔtP +
1
2
ayMinΔt
2
P (4.34)
aufhalten. Die Gesamtheit der mo¨glichen Geschwindigkeits-Positions-Paare (jvi y, jyi)
zum Zeitpunkt ti soll im Folgenden als kinematische Konﬁguration Ki bezeichnet wer-
den. Die kinematische Konﬁguration Ki la¨sst sich somit durch den Rand der konvexen
Hu¨lle u¨ber sa¨mtliche Paare j deﬁnieren:
Ki : ∂Ki = convh
{ n⋃
j=1
(jvi y,
jyi)
}
. (4.35)
Das Bild 4.24 stellt eine Sequenz von fu¨nf Propagationsschritten dar. Unter der Vor-
aussetzung einer Beschleunigung ay ∈
[
ayMin, ayMax
]
kann das Fahrzeug aus der in-
itialen kinematischen Konﬁguration K0 = (1v0y, 1y0) nach einem Zeitschritt ΔtP nur
Konﬁgurationen auf der linearen Verbindung zwischen den Grenzen (1v1y, 1y1) und
(2v1y,
2y1) erreichen. Wa¨hrend des Propagationsschritts wird die Beschleunigung als
konstant betrachtet, kann jedoch beimWechsel zum zweiten Schritt vera¨ndert werden,
d. h. anstatt der eindeutigen kinematischen Konﬁguration (1v0y, 1y0) im ersten Pro-
pagationsschritt mu¨ssen nun im zweiten sa¨mtliche Geschwindigkeits-Positions-Paare
auf der Verbindungslinie zwischen den Grenzpunkten (1v1y, 1y1) und (2v1y, 2y1) be-
trachtet werden. Wiederholt man dazu die beschriebene Propagation fu¨r jeden ein-
zelnen Punkt auf dieser Verbindungslinie, so ergeben sich parallele Geraden, die in
Summe die Konﬁguration K2 in Form des grau hinterlegten Trapezes fu¨r den zweiten
Zeitschritt bilden. Die zwei Geraden, die aus den beiden Randpunkten (1v1y, 1y1) und
(2v1y,
2y1) folgen, begrenzen dieses Trapez. Interessanterweise setzen sich diese paralle-
len Geraden fu¨r sa¨mtliche weiteren Propagationsschritte fort, d. h. die kinematischen
Konﬁgurationen in jedem Propagationsschritt ergeben sich stets aus diesen Geraden,
die parallel ausgerichtet und entsprechend der Ausgangspositionen zueinander ver-
schoben sind. Zur Verdeutlichung kennzeichnet die gestrichelte Linie in der Mitte
die kinematische Konﬁguration, die aus der Propagation des mittleren Punkts von K1
realisierbar ist. Anschaulich hat sich dazu das Fahrzeug im ersten Propagationsschritt
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Bild 4.24: Propagation der kinematischen Konﬁgurationen Ki
gleichfo¨rmig vom Punkt (1v0y, 1y0) zu (1v0y, 1y0+ 1v0yΔtP ) bewegt und erst im zweiten
Schritt zu beschleunigen begonnen. Folglich ko¨nnen nicht mehr die Maximalwerte in
Geschwindigkeit und Position erreicht werden, die durch die beiden a¨ußersten Spitzen
des Trapezes gekennzeichnet sind, sondern nur noch die Geschwindigkeits-Positions-
Paare auf der gestrichelten Linie im mittleren Bereich. Die vier Ecken des Trapezes
von K2 berechnen sich wie folgt:
1v2y =
1v1y + ayMaxΔtP (4.36)
1y2 =
1y1 +
1v1y ΔtP +
1
2
ayMaxΔt
2
P (4.37)
2v2y =
1v1y + ayMinΔtP (4.38)
2y2 =
1y1 +
1v1y ΔtP +
1
2
ayMinΔt
2
P (4.39)
3v2y =
2v1y + ayMinΔtP (4.40)
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3y2 =
2y1 +
2v1y ΔtP +
1
2
ayMinΔt
2
P (4.41)
4v2y =
2v1y + ayMaxΔtP (4.42)
4y2 =
2y1 +
2v1y ΔtP +
1
2
ayMaxΔt
2
P . (4.43)
Im dritten Propagationsschritt verformt sich K3 zu einem zigarrenfo¨rmigen Polygon,
indem aus den beiden mittleren Eckpunkten (2v2y, 2y2) und (4v2y, 4y2) von K2 zwei
Geraden werden, die mit jeweils einem Ende auf dem Rand und mit dem anderen
innerhalb des Polygons liegen, sodass nur der jeweils a¨ußere Punkt einen Beitrag zur
Kontur liefert. Die beiden im Inneren liegenden Punkte
k1 =
(
2v2y + ayMaxΔtP ,
2y2 +
2v2y Δt+
1
2
ayMaxΔt
2
P
)
(4.44)
k2 =
(
4v2y + ayMinΔtP ,
4y2 +
4v2y Δt+
1
2
ayMinΔt
2
P
)
(4.45)
ergeben sich durch einen erneuten Wechsel der Beschleunigungsrichtung im Propaga-
tionsschritt und ko¨nnen von daher nicht mehr den Rand der kinematischen Konﬁgu-
ration K3 erreichen. Fu¨hrt man diese Propagation nun weiter fort, so verfeinert sich
die Kontur des Polygons zunehmend. Betrachtet man im Bild 4.24 den letzten Propa-
gationsschritt, so lassen sich sofort aus dem Diagramm die Geschwindigkeitsintervalle
ablesen, die das Fahrzeug an einer bestimmten Position y annehmen kann. Kommt
es nun zu einer Begrenzung der Position durch eine Sperrﬂa¨che S : y ≥ ysup, so ko¨n-
nen anhand dieser Darstellung sofort die maximale und minimale Geschwindigkeit in
diesem Punkt ermittelt werden, die fu¨r die weitere Propagation beno¨tigt werden.
Die Propagation geschah bisher diskret in zeita¨quidistanten Absta¨nden von ΔtP , so-
dass eine A¨nderung der Beschleunigung und der Bewegungsrichtung nur zwischen
den Propagationsschritten erfolgen kann. Je feiner die zeitliche Auﬂo¨sung gewa¨hlt
wird, desto genauer ko¨nnen die kinematischen Konﬁgurationen beschrieben werden
und desto feiner ist die Kontur des sich ergebenden Polygons. Allerdings steigt da-
mit auch der Rechenaufwand erheblich an. Daher ist im Folgenden eine analytische
Beschreibung der Kontur gesucht.
Die rechte und die linke Spitze der kinematischen Kontur ko¨nnen nur durch eine
wa¨hrend aller Schritte konstante, maximale bzw. minimale Beschleunigung erreicht
werden. Wird einmalig zwischen einem der Propagationsschritte von maximal auf
minimal oder vice versa gewechselt, so bewegt man sich auf dem Rand der Kontur
zwischen den Spitzen. Als Beispiel ist im Bild 4.24 die Beschleunigungsabfolge
(1v0y,
1y0)→ ayMax →︸ ︷︷ ︸
1.Propagation
(1v1y,
1y1)→ ayMin →︸ ︷︷ ︸
2.Propagation
(2v2y,
2y2)→ ayMin →︸ ︷︷ ︸
3.Propagation
(3v3y,
3y3)→ ayMin →︸ ︷︷ ︸
4.Propagation
· · ·
dargestellt. Vom Startpunkt (1v0y, 1y0) bewegt sich dabei das Positions-Geschwindig-
keits-Paar aus auf die rechte Spitze (1v1y, 1y1) der propagierten Konﬁguration K1.
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Im na¨chsten Schritt wechselt die Beschleunigung auf ayMin, sodass dieser Punkt der
kinematischen Konﬁguration in der weiteren Propagation nicht mehr nach rechts, son-
dern nach links wandert und die Kontur des Bogens nach oben hin ausbildet. Wu¨rde
die Beschleunigung nun ein weiteres Mal gea¨ndert werden, so la¨ge das resultierende
Geschwindigkeits-Positions-Paar auf dem Punkt k1 bzw. auf der Geraden zu diesem
Punkt. Anschaulicher wird dies Verhalten bei einem noch spa¨teren Wechsel. Wird bei-
spielsweise erst im fu¨nften Propagationsschritt die Beschleunigung wieder auf ayMax
gea¨ndert, kann der Punkt k3 nur noch innerhalb der kinematischen Konﬁguration K5
liegen, vgl. Bild 4.24. Dieser kann nun nicht mehr den gegenu¨berliegenden Rand er-
reichen, der ebenfalls nur durch einen einmaligen Beschleunigungswechsel wa¨hrend
der gesamten Propagation beschrieben wird und oﬀensichtlich zu weit entfernt ist.
Zur analytischen Beschreibung des Rands der kinematischen Konﬁguration wird nun
die Tatsache zugrunde gelegt, dass die Beschleunigung nur einmal wa¨hrend der ge-
samten Propagation von maximal auf minimal fu¨r den oberen Randbogen bzw. von
minimal auf maximal fu¨r den unteren Randbogen gea¨ndert werden darf. Legt man
der gesamten Propagation den Zeithorizont T zugrunde, so erfolgt diese einmalige
A¨nderung zum Zeitpunkt t:
γ ∈ [0, 1] : t = γT . (4.46)
Die maximale und die minimale Beschleunigung sind fu¨r gewo¨hnlich betragsma¨ßig
gleich:
ayMax = a0 (4.47)
ayMin = −a0 , (4.48)
sodass sich die gesamte Konﬁguration wa¨hrend der Propagation analytisch formu-
lieren la¨sst. Fu¨r den oberen Bogen wird zuna¨chst bis zum Richtungswechsel bei γT
maximal beschleunigt. Dieser Wechselpunkt wird zur besseren Abgrenzung und Un-
terscheidbarkeit durch den hochgestellten Index vor dem Parametersymbol angezeigt.
Die Gleichungen fu¨r Position und Geschwindigkeit lauten dann:
γT y = 1y0 +
1v0y γT +
1
2
a0 (γT )
2 (4.49)
γT vy =
1v0y + a0 γT . (4.50)
Geht man von einer nicht ruckbegrenzten A¨nderung der Beschleunigung aus, so wird
zum Zeitpunkt γT unmittelbar auf minimale Beschleunigung −a0 gewechselt und diese
fu¨r die Zeitdauer (1− γ)T beibehalten. Die Gleichungen ergeben sich analog zu:
T y = γT y + γT vy (1− γ)T − 1
2
a0
(
(1− γ)T)2 (4.51)
T vy =
γT vy − a0 (1− γ)T . (4.52)
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Setzt man die beiden Gleichungen (4.49) und (4.50) des ersten Teils in (4.51) und (4.52)
des zweiten ein, so ergibt sich nach kurzer Vereinfachung:
T y = 1y0 +
1v0yT − a0 T 2
(
1
2
− 2γ + γ2
)
(4.53)
T vy =
1v0y − a0 (1− 2γ)T . (4.54)
Zur Kontrolle sei darauf aufmerksam gemacht, dass sich fu¨r γ = 0 und γ = 1 die
Gleichungen ohne den angenommenen Richtungswechsel ergeben und auf die untere
linke Spitze der Konﬁguration (γ = 0 ⇒ ay = −a0) bzw. die obere rechte (γ = 1 ⇒ ay =
a0) fu¨hren. Betrachtet man denWechselpunkt γ nun als formalen Funktionsparameter,
so la¨sst sich mit seiner Variation zwischen 0 ≤ γ ≤ 1 der obere Bogen des Polygons
der kinematischen Konﬁguration anhand der Gleichungen (4.53) und (4.54) analytisch
beschreiben. Die Gleichungen fu¨r den unteren Bogen erfolgen analog durch Umkehr
der Beschleunigungsrichtung:
T y = 1y0 +
1v0yT + a0 T
2
(
1
2
− 2γ + γ2
)
(4.55)
T vy =
1v0y + a0 (1− 2γ)T . (4.56)
Der wesentliche Vorteil der analytischen Darstellung ist nun, dass die einzelnen Propa-
gationsschritte nicht mehr beno¨tigt werden, sondern die realisierbaren kinematischen
Konﬁgurationen fu¨r die interessierenden Zeitpunkte ad-hoc berechnet werden ko¨nnen.
Somit muss die gesamte Propagation nicht mehr in kurzen, a¨quidistanten Zeitabsta¨n-
den ΔtP erfolgen. Sie kann stattdessen ausschließlich auf die wenigen, interessierenden
Kontaktpunkte, die durch die longitudinale Propagation zuvor identiﬁziert worden
sind, reduziert werden.
4.2.3 Laterale Propagation unter Beru¨cksichtigung von
Hindernissen
Die zuvor beschriebene laterale Propagation wird nun um die Beru¨cksichtigung von
Hindernissen erweitert. Dazu wird die im Bild 4.24 bereits angedeutete Begrenzung
der kinematischen Konﬁguration K5 durch ysup im fu¨nften Propagationsschritts noch-
mal im Bild 4.25 aufgegriﬀen. Dargestellt ist ein Fahrzeug, das bis zum Propagati-
onshorizont T einen deﬁnierten lateralen Bereich T yMin ≤ y ≤ T yMax erreichen kann.
Anhand der Gleichungen (4.53) bis (4.56) sind die maximale und minimale laterale
Geschwindigkeit fu¨r jede Position in diesem Bereich bekannt. Wird dieser nun durch
eine Sperrﬂa¨che S eines Hindernisses V in der lateralen Ausdehnung y ≥ T ysup be-
grenzt, wie es beispielhaft im Bild durch den gestreiften Bereich gekennzeichnet ist,
so kann anhand der maximalen Geschwindigkeit T vy sup, die an dieser Begrenzung
u¨berhaupt mo¨glich ist, die weitere Ausdehnung in positiver y-Richtung nach dem
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Bild 4.25: Kinematische Konﬁguration unter Beru¨cksichtigung einer
Hindernissperrﬂa¨che
Passieren des Hindernisses berechnet werden. Mit den Indizes
”
Max“ und
”
Min“ wer-
den die beiden a¨ußersten Randpunkte in der kinematischen Konﬁguration vor dem
Vergleich mit einer Sperrﬂa¨che markiert. Die Indizes
”
sup“ und
”
inf“ kennzeichnen
hingegen die a¨ußeren Randpunkte nach der Beschneidung durch eine Sperrﬂa¨che.
Die laterale Propagation bezieht sich bisher stets auf den Ausgangspunkt (1v0y, 1y0).
Die weitere Propagation nach der Begrenzung durch eine Sperrﬂa¨che ist in der bishe-
rigen Formulierung nicht mo¨glich. Daher sollen im Folgenden die Gleichungen (4.53),
(4.56) iterativ beschrieben werden, sodass die Propagation der kinematischen Konﬁ-
guration Ki nicht mehr vom Ausgangspunkt K0 aus erfolgt, sondern auf der vorheri-
gen Konﬁguration Ki−1 basiert. Betrachtet man dazu fu¨r γ = 0 und γ = 1 die beiden
Randwerte des oberen Bogens
γ = 0 : T yMin =
1y0 +
1v0yT − 1
2
a0 T
2 (4.57)
T vyMin =
1v0y − a0 T (4.58)
γ = 1 : T yMax =
1y0 +
1v0yT +
1
2
a0 T
2 (4.59)
T vyMax =
1v0y + a0 T (4.60)
und subtrahiert T yMax, T yMin und T vyMax, T vyMin jeweils voneinander:
T yMax − T yMin = a0 T 2 (4.61)
T vyMax − T vyMin = 2a0 T , (4.62)
so lassen sich die Ausgangsgleichungen in eine allgemeine Darstellung unabha¨ngig
von der Propagationsschrittweite T u¨berfu¨hren. Fu¨r den oberen Bogen werden dazu
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die einzelnen Terme in den Gleichungen (4.53) und (4.54) in Abha¨ngigkeit von γ
sortiert:
T y = 1y0 +
1v0yT − 1
2
a0 T
2︸ ︷︷ ︸
T yMin
+ γ(2− γ) a0 T 2︸ ︷︷ ︸
T yMax−T yMin
(4.63)
T vy =
1v0y − a0 T︸ ︷︷ ︸
T vyMin
+ γ 2a0 T︸ ︷︷ ︸
T vyMax−T vyMin
. (4.64)
Man erha¨lt schlussendlich:
T y(γ) = T yMin (1− γ)2 + T yMax (2− γ)γ (4.65)
T vy(γ) =
T vyMin (1− γ) + T vyMax γ . (4.66)
Fu¨r den unteren Bogen folgt bei analoger Substitution aus den Gleichungen (4.55)
und (4.56):
T y(γ) = T yMax (1− γ)2 + T yMin (2− γ)γ (4.67)
T vy(γ) =
T vyMax (1− γ) + T vyMin γ . (4.68)
Somit ergibt sich eine ausschließlich von den Randpunkten abha¨ngige Beschreibung.
Im Fall einer Beschneidung durch eine Sperrﬂa¨che ko¨nnen nun fu¨r den folgenden Pro-
pagationsschritt die maximal erreichbaren Randpunkte mittels des Geschwindigkeits-
intervalls, das anhand der beschnittenen kinematischen Konﬁguration bekannt ist,
sofort berechnet und durch den oberen und unteren Bogen nach Gleichungen (4.65)
bis (4.68) miteinander verbunden werden. Das Bild 4.26 verdeutlicht diese Vorge-
hensweise graﬁsch. Die Punkte (v1y sup, y1 sup), (1v1y, 1y1) beschneiden die kinematische
Konﬁguration K1 nach oben und die Punkte (v1y inf , y1inf), (2v1y, 2y1) nach unten. Fu¨r
die Propagation der neuen Konﬁguration K2 zum Zeitpunkt t2 werden jedoch nur
die beiden a¨ußersten Punkte (v1y sup, y1 sup) und (v1y inf , y1 inf) beno¨tigt, die fu¨r eine
Propagationsschrittweite von T2 = t2 − t1 auf die neuen Randpunkte
y2Max = y1 sup + v1y sup T2 +
1
2
a0 T
2
2 (4.69)
v2yMax = v1y sup + a0 T2 (4.70)
y2Min = y1 inf + v1y inf T2 − 1
2
a0 T
2
2 (4.71)
v2yMin = v1y inf − a0 T2 (4.72)
fu¨hren. Die noch einzufu¨gende Verbindung zwischen diesen Punkten mittels oberem
und unterem Bogen nach Gleichung (4.65), (4.66) bzw. (4.67), (4.68) fu¨hrt auf die
aus K1\ (S1 ∪ S2) propagierte kinematische Konﬁguration K2.
Der abstrakte Formalismus der vorgestellten lateralen Propagation soll im Folgenden
anhand des Bilds 4.27 durch eine Sequenz von vier Propagationsschritten verdeutlicht
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Bild 4.26: Propagation der beschnittenen kinematischen Konﬁguration unter Beru¨ck-
sichtigung eines Hindernisses
werden. Gegenu¨ber der bisherigen Darstellung sind die Abszissen- und Ordinatenach-
se getauscht worden, um die Sequenz u¨bereinander geschichtet besser darstellen zu
ko¨nnen. Im ersten Propagationsschritt zum Zeitpunkt t1 muss zuna¨chst die Konﬁgura-
tion K1 mit den minimal und maximal erreichbaren lateralen Positionen (y1Min, y1Max)
berechnet werden. Anschließend wird diese mit der Sperrﬂa¨che S1 verglichen und der
sich u¨berdeckende, schraﬃert gekennzeichnete Teil K1 ∩ S1 heraus getrennt, sodass
nur noch der ﬂa¨chig grau eingefa¨rbte Bereich K1\S1 u¨brig bleibt und durch die Rand-
punkte (v1y inf , y1 inf) und (v1y sup, y1 sup) begrenzt wird. Der Punkt (v1y sup, y1 sup) auf
der unbeschnittenen Seite ist identisch mit (v1yMax, y1Max). Die beiden Randpunk-
te werden nun wiederum bis zum na¨chsten Kontaktzeitpunkt t2 mit dem na¨chsten
Hindernis propagiert und mit dessen zugeho¨riger Sperrﬂa¨che S2 verglichen. Mit dem
verbleibenden Teil wird diese Vorgehensweise sukzessive bis zum letzten Kontakt-
punkt wiederholt, sodass am Ende eine Konﬁgurationssequenz {K1\S1, . . . ,K4\S4}
vorliegt.
Betrachtet man in den einzelnen beschnittenen Konﬁgurationen Ki\Si nur die kolli-
sionsfreien Positionen im Intervall [yi inf , yi sup] unabha¨ngig von den zugeho¨rigen Ge-
schwindigkeiten, so lassen sich diese als eine Art Passierungstor interpretieren, die
vom Egofahrzeug erreichbar sind und gefahrlos durchfahren werden ko¨nnen. Diese
Passierungstore sind auf der y-Achse liegend eingezeichnet und durch einen hellgrau
hinterlegten Fahrschlauch miteinander verbunden. Die Absta¨nde in La¨ngsrichtung
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Bild 4.27: Propagationssequenz der lateralen Position in Abha¨ngigkeit der lateralen
Geschwindigkeit
zwischen diesen Toren sind in dieser Darstellung nicht enthalten, ko¨nnen aber durch
die Schrittweiten Ti eindeutig bestimmt werden. Prinzipiell ist es natu¨rlich auch mo¨g-
lich, dass eine kinematische Konﬁguration durch eine Sperrﬂa¨che in mehr als eine
zerfa¨llt, die im Anschluss getrennt voneinander propagiert werden mu¨ssen und sich
dadurch mehrere Pfade zwischen den Hindernissen hindurch ergeben.
4.2.4 Fehlerbetrachtung der lateralen Propagation
Bei der Propagation der beschnittenen kinematischen Konﬁguration entsteht ein Feh-
ler, der im Folgenden betrachtet werden soll. Wa¨hrend im unbeschnittenen Fall die
kinematische Konﬁguration in den beiden a¨ußeren Randwerten (vyMin, yMin), (vyMax,
yMax) spitz zula¨uft, ist dies im beschnittenen Fall nicht mehr gegeben und somit muss
sich zwangsla¨uﬁg auch die Form der daraus propagierten kinematischen Konﬁguration
a¨ndern. Im Bild 4.28 ist die ungu¨nstigste Konstellation fu¨r diesen Fehler dargestellt,
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Bild 4.28: Maximal mo¨glicher Propagationsfehler
indem die kinematische Konﬁguration K1 an der breitesten Stelle beschnitten und die
na¨chste Propagationsschrittweite T2 gegen null gehend gewa¨hlt wird. Fu¨r die nachfol-
gende kinematische Konﬁguration K2 gilt dann:
lim
T2→0
K2 = K1\S1 . (4.73)
In diesem Fall mu¨ssen die Randwerte ebenfalls unvera¨ndert bleiben:
(v1y sup, y1 sup)
T2→0−→ (v2yMax, y2Max) ∧ (v1y inf , y1 inf) T2→0−→ (v2yMin, y2Min) .
Der Randwert (1v2y, 1y2) ist aber nicht mehr Teil der oberen Bogenlinie von K2, obwohl
der Punkt in der Konﬁguration enthalten sein mu¨sste. Fu¨r T2 → 0 wird der Fehler zwi-
schen der propagierten kinematischen Konﬁguration K2 und der tatsa¨chlichen Kon-
ﬁguration K1\S1 somit maximal. Dies ist zwar auf den ersten Blick unbefriedigend,
tatsa¨chlich aber unkritisch:
1. Die weitere Propagation der kinematischen Konﬁguration ist eine Unterabscha¨t-
zung und somit in der wahren kinematischen Konﬁguration vollsta¨ndig enthal-
ten. Jede Propagationssequenz ist folglich auch realisierbar, also fahrbar.
2. Die beiden Randwerte (v2yMax, y2Max) und (v2yMin, y2Min) werden trotz der Unter-
abscha¨tzung im na¨chsten Propagationsschritt erreicht.
3. Die Unterabscha¨tzung bezieht sich ausschließlich auf das Egofahrzeug. Die An-
nahmen fu¨r die Hindernisbewegungen bleiben davon unberu¨hrt.
Lediglich bei einer weiteren Begrenzung geht ein gewisses Propagationspotenzial ver-
loren. Wird die Konﬁguration K2 ebenfalls beschnitten, wie es im Bild 4.28 durch die
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weiß umrandete Kontur angedeutet ist, so wu¨rde sich der neue untere Randpunkt
(v2y inf , y2 inf) ergeben. Die Propagation dieses Punktes fu¨hrt auf:
(v2y inf , y2 inf) → ayMin →︸ ︷︷ ︸
PropagationT3
(v3yMin, y3Min) .
Wa¨hrend sich fu¨r die Propagation des korrekten Punkts (v′2y inf , y
′
2 inf):
(v′2y inf , y
′
2 inf) → ayMin →︸ ︷︷ ︸
PropagationT3
(v′3yMin, y
′
3Min)
ergibt. Wegen der Unterabscha¨tzung v2y inf > v′2y inf folgt zwangsla¨uﬁg ein Fehler im
na¨chsten Propagationsschritt:
y3Min > y
′
3Min ∧ v3yMin > v′3yMin .
Beru¨cksichtigt man den durch die Beschneidung neu entstandenen Eckpunkt (1v1y, 1y1)
im weiteren Verlauf mit und erweitert die Propagation explizit um diesen Punkt
zusa¨tzlich zu den beiden Randpunkten, so la¨sst sich dieser Fehler vermeiden. Die
kinematische Konﬁguration wird dazu lediglich um diesen Punkt erga¨nzt und die be-
kannten Propagationsgleichungen (4.57), (4.58) bzw. (4.59), (4.60), je nachdem ob
der Punkt auf dem oberen oder dem unteren Bogen liegt, zusa¨tzlich auch auf diesen
Punkt angewendet. In diesem Fall ist zwar die kompakte Darstellung der kinemati-
schen Konﬁguration ausschließlich durch die beiden Randpunkte (vi yMin, yiMin) und
(vi yMax, yiMax) nicht mehr gegeben, die Mitfu¨hrung des neuen Punkts und die Erga¨n-
zung im Fall weiterer Begrenzungen, sowie deren Propagation sind jedoch unkritisch.
Die Verbindung von den zusa¨tzlichen Punkten zu den beiden Randpunkten erfolgt
dabei durch die bekannte Bogenlinie.
4.2.5 Zusammenfu¨hrung der longitudinalen und der lateralen
Propagation zur Berechnung der Trajektorie
Die Situationsanalyse erfolgte getrennt durch eine Aufspaltung in eine longitudina-
le und eine laterale Propagation, wobei noch keine explizite Trajektorie berechnet
worden ist. Es konnte bisher lediglich festgestellt werden, ob unter den getroﬀenen
Annahmen bezu¨glich der Bewegungsmo¨glichkeiten des Egofahrzeugs und der beteilig-
ten Hindernisse mindestens eine kollisionsfreie Trajektorie zwischen den Hindernissen
hindurch existiert oder ob stattdessen keine Ausweichmo¨glichkeit mehr besteht und
eine Kollision unvermeidbar ist. Der entscheidende Vorteil dieses neuen Verfahrens
gegenu¨ber dem ersten ist zum einen die Variation der Propagationsschrittweiten Ti,
sodass die Berechnung der zugeho¨rigen kinematischen Konﬁguration Ki stets nur beim
Erreichen des na¨chsten Hindernisses und nicht in kurzen, a¨quidistanten Zeitabsta¨n-
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Bild 4.29: Fahrkorridor auf Basis der Passierungstore
den, vgl. Kapitel 4.1.2, erfolgen muss. Dadurch sind pro Hindernis fu¨r den ersten und
fu¨r den letzten Kontaktpunkt mit der zugeho¨rigen Hindernissperrﬂa¨che genau zwei
Propagationsschritte no¨tig, ergo deutlich weniger im Vergleich zum ersten Verfahren
bei gleichzeitig fahrphysikalisch realistischerer Propagation, insbesondere fu¨r spa¨tere
Propagationszeitpunkte. Somit ergibt sich zum anderen eine maßgebliche Reduktion
des Rechenaufwands. Im letzten noch verbleibenden Schritt mu¨ssen nun die beiden
Propagationen kombiniert, ein Pfad ausgewa¨hlt und eine Trajektorie explizit berech-
net werden.
Stellt man die aus der lateralen Propagation ermittelten Passierungstore graﬁsch u¨ber
den anhand der longitudinalen Propagation berechneten La¨ngspositionen xi, 0 ≤ i ≤ n
dar, so ergibt sich eine Sequenz von Passierungstoren, wie es im Bild 4.29 skizziert
ist. Das Passierungstor Pi wird durch das zugeho¨rige Parametertupel (xi, yi inf , yi sup)
deﬁniert und beschreibt den Gu¨ltigkeitsbereich der Trajektorienstu¨tzstelle (xi, yi) mit
yi inf ≤ yi ≤ yi sup fu¨r eine wie im Bild dargestellte Trajektorie durch die Passierungs-
tore. Die Grenzverla¨ufe der dunkelgrau hinterlegten erreichbaren Sektoren lassen sich
sofort aus den kinematischen Konﬁgurationen Ki berechnen:
ti−1 ≤ t ≤ ti : ysup(t) = y(i−1)sup + v(i−1)y sup (t− ti−1) +
1
2
a0 (t− ti−1)2 (4.74)
yinf(t) = y(i−1)inf + v(i−1)y inf (t− ti−1) −
1
2
a0 (t− ti−1)2 .(4.75)
Aus der Sequenz der Passierungstore geht jedoch nicht mehr hervor, welche Orte im
Passierungstor Pi von welchen Orten im Tor Pi−1 erreicht werden ko¨nnen. Dies ist
jedoch auch nicht no¨tig, wenn man die Trajektorie nicht anhand einfacher geome-
trischer Kriterien wie beispielsweise der ku¨rzesten Verbindung zwischen Startpunkt
(x0, y0) und Zieltor Pn berechnet, sondern sie mittels der kinematischen Grundglei-
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chungen (4.23) und (4.30) sukzessive von Tor zu Tor generiert. Aufgrund der nicht
a¨quidistanten Absta¨nde zwischen den Toren ko¨nnen diese Distanzen zum Teil sehr
groß werden. In der nachfolgenden Berechnung der Trajektorie kann es passieren, dass
diese zwischen den Toren in eine Sperrﬂa¨che fu¨hrt oder kurz die Fahrbahn verla¨sst,
obwohl alle Passierungstore durchlaufen werden. Aus diesem Grund hat es sich als
vorteilhaft erwiesen, jeweils auf der Ha¨lfte zwischen den Toren sogenannte Hilfstore
P ′i zur besseren Fu¨hrung einzufu¨gen, die aus dem maximalen Wert fu¨r die obere Be-
grenzung y(i−1)sup, yi sup und dem minimalen Wert fu¨r die untere Begrenzung y(i−1)inf ,
yi inf der beiden umgebenden Passierungstore Pi−1, Pi bestimmt werden:
P ′i = (x′i, y′i inf , y′i sup) : x′i =
1
2
(xi−1 + xi) (4.76)
y′i inf = Min { yi inf , yi inf}
y′sup = Max {yi sup, yi sup} .
Der sich dadurch ergebende Fahrschlauch ist im Bild 4.29 hellgrau hinterlegt. Die
dunkelgrau dargestellten erreichbaren Sektoren werden unter Umsta¨nden verlassen.
Dies ist jedoch irrelevant, da die Trajektorie diese Bereiche gar nicht erreichen kann.
Alternativ ließe sich fu¨r den Abstand zwischen den Toren ein Grenzwert deﬁnieren,
sodass bei U¨berschreiten des Werts ein oder mehrere zusa¨tzliche Hilfstore eingefu¨gt
werden. Prinzipiell unterscheidet sich das Vorgehen dabei aber nicht. Nach dem Er-
ga¨nzen der Hilfstore wird im Anschluss nicht mehr zwischen ihnen unterschieden,
d. h. Hilfstore P ′i und Passierungstore Pi werden gleichermaßen behandelt. Die Be-
zeichnung Passierungstor wird daher im Folgenden, wenn nicht explizit angegeben,
fu¨r beide Typen verwendet.
In Abschnitt 4.2.2 ist gezeigt worden, dass die Extrempunkte der kinematischen Kon-
ﬁguration nur durch konstante maximale bzw. minimale Beschleunigung vom Start-
punkt aus beginnend erreicht werden ko¨nnen. Der obere als auch der untere Rand-
bogen zwischen diesen Extrema wird hingegen durch einen einmaligen Wechsel von
maximaler auf minimale Beschleunigung bzw. vice versa angesteuert. Da die beiden
Ra¨nder die gesamte kinematische Konﬁguration begrenzen, muss folglich jeder belie-
bige Punkt innerhalb der Konﬁguration durch einen einmaligen Wechsel innerhalb des
gesamten Beschleunigungsintervall [−a0, a0] erreichbar sein. Dies bedeutet, dass eine
Gegenlenkbewegung bereits vor dem Durchfahren eines Tores erfolgen muss. Somit
ergeben sich ohne den Startpunkt (x0,y0) bei n Passierungstoren 2n zu bestimmende
Beschleunigungswerte fu¨r die Trajektorie:
a ∈  2n : a = ( γa1y 1−γa1y γa2y 1−γa2y · · · γan y 1−γan y )′ (4.77)
−a0 ≤ γai y ≤ a0 ∧ −a0 ≤ 1−γai y ≤ a0 .
Der hochgestellte Index γ bezieht sich auf den ersten Teil zwischen zwei Passierungsto-
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ren bis zumWechsel der Beschleunigung zum Zeitpunkt γti, der Index (1− γ) hingegen
auf den zweiten Teil nach der A¨nderung bis zum na¨chsten Passierungstor. Fu¨r das
Tor Pi gilt:
γi ∈ [0, 1] : γti = ti−1 + γi (ti − ti−1) . (4.78)
Somit folgen n weitere Parameter zur Beschreibung der Trajektorie:
γ ∈  n , γi ∈ [0, 1] : γ =
(
γ1 γ2 · · · γn
)′
. (4.79)
Fu¨r die Bewegung zwischen den zwei Passierungstoren Pi−1 und Pi folgt bis zum
Wechsel der Beschleunigung:
γyi = yi−1 + v(i−1)y (ti − ti−1) γi +
1
2
γai y (ti − ti−1)2 γ2i (4.80)
γvi y = v(i−1)y + γai y (ti − ti−1) γi . (4.81)
Fu¨r den zweiten Teil nach dem Wechsel der Beschleunigung bis zum Passierungstor Pi
ergeben sich die Gleichungen analog:
yi =
γyi +
γvi y (ti − ti−1) (1− γi) + 1
2
1−γai y (ti − ti−1)2 (1− γi)2(4.82)
vi y =
γvi y +
1−γai y (ti − ti−1) (1− γi) . (4.83)
Das erste Gleichungspaar (4.80), (4.81) wird nun in das zweite (4.82), (4.83) einge-
setzt, sodass innerhalb des Passierungstors Pi die Position
yi = yi−1 + v(i−1)y (ti − ti−1) + γai y (ti − ti−1)2 γi
(
1− γi
2
)
+
1
2
1−γai y (ti − ti−1)2 (1− γi)2 (4.84)
eingenommen wird. Die laterale Geschwindigkeit betra¨gt dann:
vi y = v(i−1)y + γai y (ti − ti−1) γi + 1−γai y (ti − ti−1) (1− γi) (4.85)
Fu¨r die einzelne Stu¨tzstelle (xi, yi) der Trajektorie gilt ferner die Randbedingung:
yi inf ≤ yi ≤ yi sup , (4.86)
damit diese durch das jeweilige Passierungstor Pi gefu¨hrt wird. Die Position xi ist
bereits durch die longitudinale Propagation bzw. durch die Konstruktion der Hilfstore
festgelegt worden. Anhand des Parametervektors
z ∈  3n : z =
(
γa1y
1−γa1y γa2y 1−γa2y · · · γan y 1−γan y
∣∣∣ γ1 γ2 · · · γn)′ (4.87)
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la¨sst sich die Trajektorie vollsta¨ndig beschreiben. Durch die Erga¨nzung der Hilfstore
ist die Strecke zwischen zwei urspru¨nglichen Passierungstoren nicht mehr nur in zwei,
sondern in vier Bereiche fu¨r unterschiedliche Querbeschleunigungen unterteilt wor-
den. Somit kann auch das Fahrverhalten einer mo¨glichst raschen Ausweichbewegung
mit anschließender Geradeausfahrt zwischen zwei (urspru¨nglichen) Passierungstoren
beru¨cksichtigt werden, indem zwischen dem ersten Passierungstor und dem Hilfstor
die Lenk- und Gegenlenkbewegung erfolgt und im na¨chsten Teil zwischen Hilfstor
und darauf folgendem Passierungstor geradeaus gefahren wird, d. h. keine laterale
Beschleunigung mehr erfolgt. Dies wa¨re ohne die Hilfstore nicht realisierbar, da die
Bewegung nur in zwei Teile, getrennt durch den Parameter γ, aufgespalten werden
wu¨rde. Der dritte Teil der Bewegung
”
Geradeausfahrt ohne Lenken“ mu¨sste entfallen.
Durch die Einfu¨hrung der Hilfstore ergibt sich somit ein zusa¨tzlicher Freiheitsgrad in
der Berechnung der Bewegung.
Im Folgenden wird die Trajektorie mithilfe des bekannten Optimierungsverfahrens
aus 3.2.2 berechnet. Die Verwendung eines Optimierungsverfahrens ist im Hinblick
auf Konvergenz innerhalb eines zeitlichen Limits bei gegebenen a¨ußeren Randbedin-
gugnen zwar kritisch zu sehen, inbesondere wenn aufgrund einer unvorhergesehenen
A¨nderung der Bewegungen der beteiligten Fahrzeuge, die die a-priori getroﬀenen ki-
nematischen Annahmen u¨bersteigt, eine Aktualisierung der Propagation und eine
Neuberechnung der Trajektorie vonno¨ten ist, zumal dann eine Kollision eventuell
nicht mehr auszuschließen ist. An dieser Stelle soll aber die Frage nach der optimalen
Trajektorie unabha¨ngig von diesen Einschra¨nkungen beantwortet und das zugeho¨rige
Optimierungskriterium festgelegt werden. Im Kapitel 3.1 ist u. a. das Integral u¨ber
das Kru¨mmungsquadrat als Kriterium verwendet worden, da es auf einen sehr gleich-
ma¨ßigen und geschmeidigen Verlauf der Trajektorie fu¨hrte, vgl. Gleichung (3.21). Es
bietet sich daher an, dieses hier als Grundlage zur Trajektorienberechnung wieder
aufzugreifen. Wird das Integral auf die Wegla¨nge xn normiert, ergibt sich anhand der
Gleichung (3.2) das Optimierungsfunktional J1 zu:
J1 =
1
xn
xn∫
x=x0
ay(x)
2dx . (4.88)
Durch die Normierung kann der Integralwert in erster Na¨herung das Quadrat der
maximalen Querbeschleunigung nicht u¨bersteigen. Man erha¨lt als obere Schranke fu¨r
das Integral:
J1 ≤ a20 . (4.89)
Der resultierende Fehler aufgrund der Abweichung zwischen der angenommenen Weg-
la¨nge xn und der tatsa¨chlichen Bahnla¨nge wird vernachla¨ssigt. In der Beschreibung
der Trajektorie ist die Beschleunigung als abschnittsweise konstant angenommen wor-
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den, somit la¨sst sich das Integral mittels der zwei Teilstrecken γΔxi, 1−γΔxi zwischen
den Passierungstoren Pi−1 und Pi als diskrete Summe formulieren:
J1 =
1
xn
n∑
i=1
(
γa2i y
γΔxi +
1−γa2i y
1−γΔxi
)
. (4.90)
Beide Teilstrecken ergeben sich aus der La¨ngsgeschwindigkeit, die als unabha¨ngig
von der lateralen Bewegung angenommen wird. Bewegt sich das Egofahrzeug mit der
Geschwindigkeit v0x, so legt es auf dem ersten Teilstu¨ck vom Passierungstor Pi−1 bis
zum Beschleunigungswechsel den Weg
γΔxi = v0x
(
ti − ti−1
)
γi (4.91)
in La¨ngsrichtung und auf dem zweiten Teilstu¨ck bis zum Passierungstor Pi den Weg
1−γΔxi = v0x
(
ti − ti−1
) (
1− γi
)
(4.92)
zuru¨ck. Die Gleichung (4.90) kann somit durch die Summe u¨ber den Parametervektor
z in der Form
J1 =
1
xn
n∑
i=1
(
γa2i y v0x
(
ti − ti−1
)
γi︸ ︷︷ ︸
γΔxi
+ 1−γa2i y v0x
(
ti − ti−1
) (
1− γi
)︸ ︷︷ ︸
1−γΔxi
)
(4.93)
ausgewertet werden. Die Geschwindigkeit v0x ist konstant und skaliert demnach nur
den Wert des Zielfunktionals, hat aber auf die Minimierung selbst keinen Einﬂuss.
Dieses Kriterium fu¨r sich betrachtet hat jedoch den Nachteil, dass die Trajektorie
eventuell an den Ra¨ndern der Passierungstore entlang gefu¨hrt wird, nur um einen
mo¨glichst geringen Kru¨mmungsverlauf einzunehmen. Praktisch gesehen wu¨rde dies
den ho¨chstgefa¨hrlichen Eﬀekt haben, dass das Egofahrzeug vor einem Hindernis nicht
die maximal mo¨gliche Beschleunigung ausnutzt, sondern sich nur so stark zur Seite
bewegt, dass es mo¨glichst knapp an einem Hindernis vorbei fa¨hrt. Prinzipiell ließe sich
dies durch einen zusa¨tzlichen Sicherheitsabstand und die entsprechende Vergro¨ßerung
der Sperrﬂa¨chen vermeiden. Stattdessen soll jedoch das Optimierungskriterium um
einen zusa¨tzlichen Term J2 erweitert werden, der die Trajektorie mo¨glichst in die Mitte
eines jeden Passierungstors zieht. Da diese unterschiedlich breit sind, wird in jedem
Passierungstor Pi der Abstand der Stu¨tzstelle yi von der Mitte des Tors herangezogen
und auf die halbe Torbreite normiert, sodass sich in jedem Passierungstor Pi eine
relative Abweichung Δyi von
Δyi =
yi − 12 (yi sup + yi inf)
1
2 (yi sup − yi inf)
(4.94)
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ergibt. Der maximale Wert betra¨gt somit ±1, wenn die Trajektorie exakt durch die
obere oder untere Begrenzung des Tores la¨uft. Wird das Tor nicht durchlaufen, so wird
der Wert gro¨ßer 1 und ist demnach nicht zula¨ssig. Wird hingegen exakt die Mitte des
Tores durchlaufen, ist der Wert null. Durch Quadrierung lassen sich Abweichungen
zum Rand des Tores hin sta¨rker gewichten. Teilt man die Summe durch die Anzahl
der Tore, so erha¨lt man das mittlere Quadrat der relativen Abweichung Δyi und somit
ein Maß fu¨r den Verlauf der Trajektorie außerhalb von der Mitte der Tore:
J2 =
1
n
n∑
i=1
(
2 yi − (yi sup + yi inf)
(yi sup − yi inf)
)2
. (4.95)
Das Optimierungsfunktional wird um diesen zweiten Term J2 erweitert. Mittels des
Faktors σ la¨sst sich der Einﬂuss der beiden Terme unterschiedlich gewichten:
J = J1 + σ J2 . (4.96)
Geht man von einer maximalen Querbeschleunigung von 9, 81m/s2 aus, ergibt sich
zwischen den maximalen Werten der beiden Terme J1 und J2 ein Gro¨ßenverha¨ltnis
von ungefa¨hr 100. Ein Wert von σ ≈ 100 gewichtet somit beide Terme im Optimie-
rungskriterium in etwa gleich. Dieser Wert konnte in der Praxis anhand verschiedener
simulierter Szenarien besta¨tigt werden, eine etwas sta¨rkere Gewichtung des zweiten
Terms J2 u¨ber σ ≈ 100 . . . 200 zeigte sich dabei als vorteilhaft. Das gesamte Optimie-
rungproblem wird im Folgenden mittels des gesuchten Parametervektors z in Glei-
chung (4.97) zusammengefasst.
Zur Lo¨sung eines solchen Optimierungsproblems mit nichtlinearen Nebenbedingun-
gen bieten sich sowohl Software-Pakete, wie z. B. Matlab in Kombination mit der
Optimization Toolbox [Mat02] oder Maple an, als auch kommerzielle und frei ver-
fu¨gbare Bibliotheken, die in Form von C/C++ oder Fortran-Routinen in den eigenen
Programm-Code eingebunden werden ko¨nnen. Als Beispiele seien hier die NAG Libra-
ries, ALGLIB oder OOL (Open Optimization Library) genannt. Stand der Technik
zur Lo¨sung solcher Probleme ist dabei die Methode der
”
sequentiellen quadratischen
Programmierung“, die das Problem iterativ durch ein
”
quadratisches Programm“ ap-
proximiert, das leicht zu lo¨sen ist und letztlich fu¨r die Namensgebung verantwortlich
ist. Die Bezeichnung
”
Programm“ hat sich dabei eingebu¨rgert, obwohl die Formulie-
rung
”
Minimierungsproblem“ passender wa¨re [Jar04]. Weitere Details zur Lo¨sung und
den zugrunde liegenden Algorithmen ﬁnden sich in [Gil81] und [Fle00].
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Optimierungsproblem:
min
z∈ 
{
J(z)
}
(4.97)
  =
⎧⎨⎩z ∈  3n
∣∣∣∣∣∣
z3i−2 = γai : −a0 ≤ z3i−2 ≤ a0
z3i−1 = 1−γai : −a0 ≤ z3i−1 ≤ a0
z3i = γi : 0 ≤ z3i ≤ 1
, i = 1..n
⎫⎬⎭
Zielfunktion:
J =
n∑
i=1
(
v0x
xn
(
z23i−2
(
ti − ti−1
)
z3i + z
2
3i−1
(
ti − ti−1
)(
1− z3i
))
+
σ
n
(
2 yi − (yi sup + yi inf)
yi sup − yi inf
)2)
Nebenbedingungen:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
y1 inf
y2 inf
y3 inf
...
yn inf
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ≤
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 · · · 0
0 1 0
0 1
...
...
. . . 0
0 · · · 0 1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
y1
y2
y3
...
yn
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ≤
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
y1 sup
y2 sup
y3 sup
...
yn sup
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Hilfsfunktionen:
yi = yi−1 + v(i−1)y (ti − ti−1) + z3i−2 (ti − ti−1)2 z3i
(
1− z3i
2
)
+
1
2
z3i−1 (ti − ti−1)2 (1− z3i)2
vi y = v(i−1)y + z3i−2 (ti − ti−1) z3i + z3i−1 (ti − ti−1) (1− z3i)
σ = 100 . . . 200
4.2.6 Beispielszenario 1: Zwei Hindernisse und
Fahrbahnbegrenzung
Zur Demonstration des Verfahrens wird das Szenario aus Abschnitt 4.1.5 mit den
kinematischen Bewegungen der beteiligten Objekte entsprechend Tabelle 4.1 aufge-
griﬀen. Die Entwicklung des Szenarios ist im Bild 4.30 von oben nach unten verlau-
fend dargestellt. Fu¨r die beiden Hindernisse ergeben sich zwei Sperrﬂa¨chen S1 und
S2, die im Bild grau eingefa¨rbt sind. Die Fahrbahnra¨nder sind ebenfalls eingezeichnet.
Sowohl die Sperrﬂa¨chen als auch die Fahrbahnra¨nder beziehen sich bekanntlich auf
die Mitte der vorderen Stoßstange des Egofahrzeugs, d. h. diese sind bereits um die
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Fahrzeugabmessungen erweitert worden und zur Vermeidung einer Kollision darf die-
ser Bezugspunkt nicht in die gekennzeichneten Fla¨chen eindringen. Das Egofahrzeug
triﬀt bei x = 29, 3m und t = 1, 46 s zuerst auf das entgegenkommende Hindernis, des-
sen zugeho¨rige Sperrﬂa¨che S2 aufgrund der hohen Relativgeschwindigkeit recht kurz
ist und beide Fahrzeuge sich folglich
”
virtuell“ sehr schnell durchdringen. Unabha¨n-
gig von der lateralen Position sind die hinteren Stoßstangen des Egofahrzeugs und
des Hindernisses zum Zeitpunkt t = 1, 62 s bei x = 32, 5m genau auf gleicher Ho¨he,
sodass an dieser Position die Sperrﬂa¨che S2 enden muss. Die zugeho¨rigen lateralen
Abmessungen der Sperrﬂa¨che ergeben sich, wie in Abschnitt 4.2.1 beschrieben, aus
den Fahrzeugabmessungen von Egofahrzeug und Hindernis, sowie der Hindernisbe-
wegung. Im Anschluss triﬀt das Egofahrzeug zum Zeitpunkt t = 1, 9 s an der Position
x = 38, 1m auf die Sperrﬂa¨che S1 des voraus fahrenden Hindernisses. Durch die ge-
ringe Relativgeschwindigkeit ist diese Sperrﬂa¨che recht lang und endet erst am Ort
x = 50, 4m, der bei t = 2, 53 s passiert wird.
Die zugeho¨rige laterale Geschwindigkeitspropagation ist im Bild 4.31 unter Beru¨ck-
sichtigung der beiden Sperrﬂa¨chen dargestellt. Die Fahrbahnbegrenzung ist links und
rechts durch die hellgrauen Fla¨chen markiert. Die Geschwindigkeitspropagation er-
folgt jeweils zu den Zeitpunkten, in denen das Egofahrzeug auf ein Hindernis triﬀt
oder sich von diesem lo¨st, sodass insgesamt nur vier, nicht zeita¨quidistante Propa-
gationsschritte no¨tig sind. Fu¨r die Hilfstore zwischen den Passierungstoren erfolgt
keine Geschwindigkeitspropagation, da diese aus den angrenzenden Passierungstoren
konstruiert werden. Die hellgrauen Fla¨chen markieren die erreichbaren kinematischen
Konﬁgurationen mit dem Geschwindigkeitsbereich, der an den Kontaktpunkten in Ab-
ha¨ngigkeit der lateralen Position vom Egofahrzeug eingenommen werden kann. Die
dunkelgrauen Bereiche stellen hingegen die unter Anwesenheit der Sperrﬂa¨chen und
Fahrbahnbegrenzung erlaubten Bereiche dar, in denen eine Kollision ausgeschlossen
werden kann und die durch ihre maximale und minimale laterale Ausdehnung schlus-
sendlich die Passierungstore deﬁnieren. Die weitere Bewegung darf folglich jeweils nur
aus diesen dunkelgauen Fla¨chen heraus zum na¨chsten Kontaktpunkt propagiert wer-
den. Fu¨r dieses Beispiel ergeben sich die vier Kontaktpunkte bei t = 1, 46 s, 1, 62 s,
1, 90 s und 2, 53 s. Die Trajektorie muss nun genau durch die Tore laufen und darf
dabei die Fahrbahnbegrenzung nicht u¨berschreiten. Die Passierungs- und die erga¨nz-
ten Hilfstore, sowie die Bahn der gefundenen Trajektorie nach Gleichung (4.97) sind
im Bild 4.30 ebenfalls eingezeichnet worden und man erkennt, wie das Egofahrzeug
knapp am unteren Fahrbahnrand kollisionsfrei an beiden Hindernissen vorbeifa¨hrt.
Die zugeho¨rigen Lenkbewegungen entsprechen der lateralen Beschleunigung und ko¨n-
nen Bild 4.33 entnommen werden.
Im ersten Verfahren hat sich noch ein zweiter Pfad, vgl. Abschnitt 4.1.5 ergeben,
der links am ersten Hindernis vorbeifu¨hrte. Die Geschwindigkeitspropagation fu¨r die-
sen Pfad ist im Bild 4.32 dargestellt. Im ersten Propagationsschritt bei t = 1, 46 s
bleibt nur ein sehr kleiner Bereich mit einer hohen lateralen Geschwindigkeit von
vy ≈ 3..4, 5m/s u¨brig, der gerade nicht mehr von der Sperrﬂa¨che S2 u¨berdeckt wird.
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Bild 4.30: Beispielszenario 1: Passingstore und Sperrﬂa¨chen (v0 = 20m/s, a0 = 3m/s2)
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Bild 4.31: Beispielszenario 1: Propagati-
on der Geschwindigkeit (Pfad
1)
Bild 4.32: Beispielszenario 1: Propagati-
on der Geschwindigkeit (Pfad
2)
Bild 4.33: Beispielszenario 1: Querbe-
schleunigung (Pfad 1)
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Die von diesem kleinen Bereich aus erreichbaren lateralen Positionen fu¨hren jedoch
im zweiten Propagationsschritt zum Zeitpunkt t = 1, 62 s vollsta¨ndig in den Fahr-
bahnrand y > yFl = 3, 5m, sodass dieser zweite Pfad unter Beachtung der maximalen
lateralen Beschleunigung fahrphysikalisch nicht realisierbar ist. Dies erkla¨rt letztlich
auch, warum im ersten Verfahren fu¨r diesen Pfad keine Trajektorie gefunden werden
konnte, die ausschließlich durch die Aufenthaltsgebiete fu¨hrte und somit kollisions-
frei gewesen wa¨re. Bei zwei Hindernissen sind theoretisch vier unterschiedliche Pfade
mo¨glich. Auf dem dritten Pfad mu¨sste das Fahrzeug erst rechts an der Sperrﬂa¨che S2
vorbeifahren und dann auf die linke Seite von S1 wechseln. Anhand der Geschwin-
digkeitspropagation ist dieser Wechsel aber zum Zeitpunkt t = 1, 90s, vgl. Bild 4.31,
nicht mo¨glich, da das Egofahrzeug sich maximal bis y ≈ 0 bewegt haben kann und
somit voll auf das voraus fahrende Hindernisfahrzeug prallen wu¨rde. Der vierte und
letzte Pfad wu¨rde links am ersten und rechts am zweiten Hindernis vorbeifu¨hren, die
Fahrbahrkeit scheitert jedoch wie die des zweiten bereits am ersten Hindernis. Die
Nichtfahrbarkeit der zwei letzten Pfade drei und vier la¨sst sich daher ebenso wie die
des zweiten Pfad bereits aus der Geschwindigkeitspropagation ablesen, ohne dass eine
Trajektorie explizit berechnet werden muss.
4.2.7 Beispielszenario 2: Zehn Hindernisse
Im Abschnitt 4.1.6 ist als zweites Beispiel ein komplexes Mehrobjektszenario mit zehn
Hindernissen und ohne Fahrbahnbegrenzung vorgestellt worden. Dieses wird ebenfalls
noch einmal aufgegriﬀen und mittels der Methode der Passierungstore untersucht.
Die genauen kinematischen Bewegungen der beteiligten Objekte ko¨nnen wiederum
der Tabelle 4.2 entnommen werden, die Abfolge des Szenarios ist im Bild 4.34 fu¨r
ausgewa¨hlte Zeitpunkte dargestellt. Vom Startpunkt ausgehend triﬀt das Egofahr-
zeug in seiner longitudinalen Bewegung zuna¨chst bei x = 2, 84m auf das Hindernis
V4, das den Beginn der Sperrﬂa¨che S4 kennzeichnet. Im weiteren Verlauf sto¨ßt das
Fahrzeug bei 15, 9m auf das Hindernis V3, das im ersten Bild zu Beginn gerade aus
dem dargestellten Ausschnitt hinausfa¨hrt und dessen Sperrﬂa¨che S3 aufgrund des
großen lateralen Versatzes nicht zu sehen ist. Auf der La¨ngsposition von x = 19, 80m
grenzt es gerade noch an das Hindernis V4, sodass die Mitte der vorderen Stoßstan-
ge das Ende der Sperrﬂa¨che S4 markiert. Die na¨chste (nicht sichtbare) Ablo¨sung in
der La¨ngsposition erfolgt bei x = 21, 75m von der Sperrﬂa¨che S3 des Hindernisses
V3. Kurz darauf triﬀt es bei x = 22, 85m und t = 1, 14 s auf die Sperrﬂa¨che S5 des
Hindernisses V5. Aus dem ersten bzw. letzten Kontakt mit jeder Sperrﬂa¨che ergeben
sich nun Abfolge und La¨ngspositionen der Passierungstore. Die weitere Entwicklung
des Szenarios wird in der dargestellten Sequenz deutlich. Insgesamt ergeben sich zehn
Sperrﬂa¨chen, die teilweise dicht aufeinander folgen bzw. aneinander stoßen (S5 grenzt
an S2, S1 grenzt an S6 und S7). Aus jeder Sperrﬂa¨che folgen zwei Passierungstore,
die bei angrenzenden Sperrﬂa¨chen identisch sind. Dabei ist es unerheblich, dass ein
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Tor aus dem Ende einer Sperrﬂa¨che und das andere aus dem Beginn der angrenzen-
den Sperrﬂa¨che resultiert. Somit ergeben sich fu¨r die Durchfahrt des Egofahrzeugs
insgesamt zwanzig Passierungstore. Der besseren U¨bersichtlichkeit wegen wurde im
Bild 4.34 auf die zusa¨tzliche Darstellung der Hilfstore verzichtet, aber fu¨r die Trajek-
torienberechnung beru¨cksichtigt. Durch die Gesamtabdeckung der Sperrﬂa¨chen und
deren gegenseitige U¨berschneidungen erkennt man im Szenario sofort, dass es nur
einen mo¨glichen Pfad links an den gezeichneten Sperrﬂa¨chen vorbei geben kann, der
die gesuchte Ausweichtrajektorie enthalten muss. Insbesondere das erste Hindernis V4
mit der Sperrﬂa¨che S4 verhindert bereits gleich zu Beginn jede weitere Mo¨glichkeit,
einen sicheren Weg nach rechts zu nehmen. Durch die rechteckfo¨rmige Konstruktion
anhand der minimalen und maximalen lateralen Positionen wird die Sperrﬂa¨che bei
schra¨gen Fahrtrichtungen deutlich gro¨ßer als der eigentliche Fahrkorridor beno¨tigen
wu¨rde, wie es im Fall der Sperrﬂa¨chen S4, S8 und S10 deutlich wird.
Zum besseren Versta¨ndnis des Szenarios sind in der Tabelle 4.3 sa¨mtliche Passie-
rungstore mit Kontaktzeitpunkt und Torgrenzen zusammengefasst. Die Bilder 4.35
und 4.36 stellen die kinematischen Konﬁgurationen und die aus der Begrenzung durch
Tabelle 4.3: Beispielszenario 2: Passierungstore (Pfad 1)
i ti xi yi inf yi sup Si
1 0, 14 s 2, 84m −0, 03m 0, 03m S4
2 0, 79 s 15, 85m −0, 94m 0, 94m S3
3 0, 99 s 19, 80m −0, 71m 1, 47m S4
4 1, 09 s 21, 75m −0, 52m 1, 77m S3
5 1, 14 s 22, 85m −0, 64m 1, 96m S5
6 1, 44 s 28, 75m −1, 07m 3, 10m S5
7 1, 45 s 28, 99m −0, 41m 3, 15m S2
8 1, 57 s 31, 43m 3, 26m 3, 70m S10
9 1, 61 s 32, 25m 3, 89m 3, 90m S2
10 1, 76 s 35, 16m 4, 50m 4, 64m S1
11 2, 11 s 42, 16m 5, 72m 6, 66m S10
12 2, 38 s 47, 62m 6, 42m 8, 50m S1
13 2, 39 s 47, 75m 6, 43m 8, 55m S6
14 2, 39 s 47, 75m 6, 43m 8, 55m S7
15 2, 49 s 49, 75m 6, 63m 9, 28m S9
16 2, 79 s 55, 85m 7, 04m 11, 70m S6
17 2, 79 s 55, 85m 7, 04m 11, 70m S7
18 2, 89 s 57, 85m 7, 12m 12, 55m S9
19 3, 45 s 68, 97m 6, 99m 17, 84m S8
20 3, 79 s 75, 74m 6, 46m 21, 51m S8
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Bild 4.34: Beispielszenario 2: Passingstore und Sperrﬂa¨chen (v0 = 20m/s, a0 = 3m/s2,
ohne Hilfstore)
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Bild 4.35: Beispielszenario 2: Propagation der Geschwindigkeit (Pfad 1) (Teil 1)
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Bild 4.36: Beispielszenario 2: Propagation der Geschwindigkeit (Pfad 1) (Teil 2)
die Sperrﬂa¨chen resultierenden Passierungstore fu¨r jeden Propagationsschritt dar. Bei
t = 1, 57 s und 1, 61 s werden die Konﬁgurationen durch die Sperrﬂa¨chen so stark be-
grenzt, dass nur zwei sehr kleine Passierungstore zum Durchfahren verbleiben. Zu den
Zeitpunkten t = 1, 09 s und ab t ≥ 1, 76 s ﬁndet keine laterale Begrenzung durch eine
Sperrﬂa¨che statt, d. h. die Passierungstore ergeben sich aus der gesamten propagierten
kinematischen Konﬁguration. Fu¨r die Kontaktzeitpunkte ab t ≥ 1, 76 s erkennt man
im Bild 4.34 des Szenarios, wie die Passierungstore oberhalb der Sperrﬂa¨chen liegen
und zuna¨chst nach oben wandern. Erst zum Ende hin dehnen sich die Tore wieder
in negative y-Richtung aus, wenn die laterale Geschwindigkeit vollsta¨ndig kompen-
siert werden konnte, was den Beginn der Bewegung in die entgegengesetzte Richtung
u¨berhaupt erst ermo¨glicht. Der Vollsta¨ndigkeit halber zeigt das Bild 4.37 den un-
spektakula¨ren Verlauf der lateralen Beschleunigung zum Abfahren der Trajektorie,
die sich aus dem Optimierungskriterium ergibt und erwartungsgema¨ß zuna¨chst eine
maximale Beschleunigung in positive y-Richtung aufweist, um die extrem schmalen
Passierungstore bei t = 1, 57 s und 1, 61 s zu erreichen, bevor anschließend zuru¨ckge-
lenkt wird.
Im Vergleich zum ersten Propagationsverfahren ergibt sich durch die pra¨zisere Formu-
lierung der Bewegungen und der Beru¨cksichtigung der rechteckfo¨rmigen Fahrzeuggeo-
metrien eine deutlich zuverla¨ssigere Vorhersage des mo¨glichen kollisionsfreien Pfads.
Betrachtet man hingegen noch einmal dasselbe Szenario in den Bildern 4.14 und 4.15,
wie es durch das erste Verfahren propagiert worden ist und za¨hlt die einzelnen Ar-
me der Aufenthaltsgebiete, die sich zwischen den Hindernissen hindurchschla¨ngeln,
zusammen, so wu¨rde man prinzipiell ohne Zusammenﬂießen der Aufenthaltsgebiete
zehn mo¨gliche Pfade erhalten. Diese mu¨ssten im Anschluss noch explizit auf ihre Fahr-
barkeit u¨berpru¨ft werden, was mit der Methode der Passierungstore bereits inha¨rent
fu¨r jeden Pfad gewa¨hrleistet ist. Vergleicht man daru¨ber hinaus die sehr großen Auf-
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enthaltsgebiete zum Ende des Szenarios mit den zu diesen Zeitpunkten propagierten
Passierungstoren, so wird deutlich, dass die propagierten Aufenthaltsgebiete letztlich
keine belastbare Basis fu¨r eine mo¨gliche kollisionsfreie Fahrstrategie bilden.
Bild 4.37: Beispielszenario 2: Querbeschleunigung (Pfad 1)
4.2.8 Beispielszenario 3: Vier Hindernisse mit Verzo¨gerung
Abschließend wird noch ein drittes Beispiel mir vier Hindernissen betrachtet. Abge-
sehen vom dritten Hindernis ist fu¨r die u¨brigen in Longitudinalrichtung eine mo¨gliche
Verzo¨gerung in der Fahrhypothese angenommen worden. Dadurch weitet sich der
Fahrkorridor in La¨ngsrichtung auf, wie es eingangs in der allgemeinen Formulierung
der longitudinalen Propagation beschrieben worden ist, vgl. Fahrzeug V2 im Bild 4.21.
Die kinematischen und geometrischen Details des Szenarios sind in der Tabelle 4.4
aufgelistet. Das Bild 4.38 zeigt den Ablauf des Szenarios und die sich ergebenden
vier Sperrﬂa¨chen S1 bis S4, die dunkelgrau eingefa¨rbt sind. Als Zeitpunkte sind neben
Tabelle 4.4: Beispielszenario 3: Initiale kinematische Bewegung
v0x v0y aMax aMin x0 y0 l b
Egofahrzeug 25m/s 0m/s 4, 9m/s2 −4, 9m/s2 0m 0m 4m 1, 8m
Hindernis 1 10m/s 0m/s 0m/s2 −5m/s2 25m 1m 4m 1, 8m
Hindernis 2 −25m/s 0m/s 0m/s2 −5m/s2 100m 6, 5m 4m 1, 8m
Hindernis 3 4, 2m/s 0m/s 0m/s2 0m/s2 60m 0m 4m 1, 8m
Hindernis 4 −10m/s −0, 1m/s 0m/s2 −2m/s2 120m 5m 4m 1, 8m
Fahrbahnrand yFl 9m
Fahrbahnrand yFr −4m
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Bild 4.38: Beispielszenario 3: Passingstore und Sperrﬂa¨chen (v0 = 20m/s, a0 =
4, 9m/s2, ohne Hilfstore)
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Bild 4.39: Beispielszenario 3: Propagation der Geschwindigkeit (Pfad 1)
Bild 4.40: Beispielszenario 3: Querbeschleunigung (Pfad 1 und 2)
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Bild 4.41: Beispielszenario 3: Querbeschleunigung (Pfad 3, 4 und 5)
Start- und Endpunkt die einzelnen Propagationsschritte gewa¨hlt worden, bei denen
das Egofahrzeug auf eine Sperrﬂa¨che triﬀt bzw. sich von dieser lo¨st. Fu¨r die Hin-
dernisfahrzeuge mit einer angenommenen Verzo¨gerung ergibt sich jeweils hinter der
Fahrzeugkontur eine hellgraue Fla¨che, die sich u¨ber die Zeit langsam streckt und alle
mo¨glichen Bewegungen des Hindernisses von konstant bis angenommener maximaler
Verzo¨gerung abdeckt, d. h. die Bestimmung der Kontaktzeitpunkte und daraus fol-
gend der Sperrﬂa¨chen erfolgt unter Beru¨cksichtigung der gesamten angenommenen
Beschleunigungsintervalle, vgl. aMax und aMin in Tabelle 4.4. Bei vier Hindernissen
ko¨nnen sich maximal sechzehn Pfade ergeben, wenn das Egofahrzeug jedes Hindernis
rechts oder links passieren ko¨nnte. Dies ist jedoch nicht der Fall, da sich anhand der
Geschwindigkeitspropagation und der maximalen Beschleunigung von 4, 9m/s2 nur
fu¨nf mo¨gliche, kollisionsfreie Pfade ermitteln lassen.
Fu¨r den ersten Pfad, der rechts an allen Sperrﬂa¨chen vorbeifu¨hrt, ist die Geschwin-
digkeitspropagation exemplarisch im Bild 4.39 abgebildet. Die Sequenz verdeutlicht,
wie in den einzelnen Propagationsschritten die kinematische Konﬁguration durch die
Sperrﬂa¨chen und die Fahrbahnra¨nder begrenzt wird. Im Pfad 1 wird die laterale
Position zuna¨chst negativ, die Vorbeifahrt erfolgt also an der rechten Seite der Sperr-
ﬂa¨che S1. Zu den Zeitpunkten t = 2, 00 s und 2, 47 s erfolgt keine Beschneidung durch
die Sperrﬂa¨che S2, stattdessen begrenzt lediglich der untere Fahrbahnrand die Konﬁ-
guration, sodass nur der rechte Teil der kinematischen Konﬁguration u¨brig bleibt. An-
schließend werden die Sperrﬂa¨chen S3 und S4 ebenfalls nacheinander rechts passiert,
sodass das Egofahrzeug schlussendlich kollisionsfrei an allen Hindernissen vorbeifa¨hrt.
Man erkennt wiederum zum Zeitpunkt t = 3, 43 s, wie das Egofahrzeug gar nicht in die
Tabelle 4.5: Beispielszenario 3: Vergleich der Optimierungsergebnisse fu¨r die ver-
schiedenen Pfade (normiert, σ = 200)
Pfad 1 Pfad 2 Pfad 3 Pfad 4 Pfad 5
25, 1 196, 7 173, 9 76, 5 62, 2
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Bild 4.42: Mehrzieloptimierung fu¨r Pfad 1 (σ = 10−4 . . . 104)
Bild 4.43: Variation der Trajektorien auf Basis der Mehrzieloptimierung fu¨r Pfad 1
(σ = 10−4 . . . 104)
Sperrﬂa¨che S4 eindringen kann, da die Beschneidung der kinematischen Konﬁguration
ausschließlich durch den Fahrbahnrand erfolgt. Hingegen wird die Konﬁguration im
nachfolgenden Propagationsschritt bei t = 4, 15 s wieder von S4 begrenzt.
In den Bildern 4.40, 4.41 sind die anhand der Optimierung ermittelten Beschleu-
nigungsverla¨ufe der Trajektorien fu¨r die fu¨nf Pfade dargestellt. Oﬀensichtlich ist in
diesem Fall der erste Pfad der empfehlenswerte, da die maximale Beschleunigung
nur zu Beginn und im weiteren Verlauf zur Ha¨lfte noch einmal u¨ber einen ku¨rzeren
Zeitraum abgerufen wird, wa¨hrend die u¨brigen Pfade deutlich la¨nger die maximalen
Beschleunigungswerte beno¨tigen. Die subjektive Bewertung wird durch die quantita-
tive Auswertung des Optimierungskriteriums in Tabelle 4.5 fu¨r den gewa¨hlten Ge-
wichtungsfaktor von σ = 200 besta¨tigt. Die Werte sind normiert angegeben, da J1
und J2 unterschiedliche Einheiten aufweisen. Zwar besitzt der numerische Wert des
Funktionals fu¨r sich betrachtet nur eine geringe Aussagekraft, relativ gesehen zu den
u¨brigen Pfaden ist der Wert des ersten jedoch signiﬁkant kleiner und von daher dieser
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Pfad als Ausweichtrajektorie zu wa¨hlen. Das Bild 4.42 verdeutlicht abschließend den
Einﬂuss des Gewichtungsfaktors σ zwischen den Termen J1 und J2 im Optimierungs-
kriterium im Sinn einer Mehrzieloptimierung und der sich ergebenden Paretofront.
Wird σ sehr klein gewa¨hlt, so geht im Wesentlichen nur J1 in die Optimierung ein,
d. h. es wird eine mo¨glichst kru¨mmungsarme Trajektorie ermittelt. Wird hingegen der
Gewichtungsfaktor σ sehr groß gewa¨hlt, so wird versucht, vorrangig J2 zu minimieren
und aufgrund der Vernachla¨ssigung von J1 die Trajektorie mo¨glichst mittig durch die
Passierungstore zu legen. Dabei liegt der U¨bergangsbereich im relativ starken Knick
der Paretofront bei einer Gewichtung von σ ≈ 10. Die zugeho¨rigen Trajektorien sind
im Bild 4.43 dargestellt. Die sich a¨ndernde Charakteristik u¨ber die Variierung der
Gewichtung ist sehr gut zu erkennen. Prinzipiell wa¨re eine Wahl von σ = 10 aufgrund
des Verlaufs der Paretofront naheliegend, die mittige Durchfahrt der Passierungstore
soll aber mit σ ≈ 100 . . . 200 etwas sta¨rker gewichtet werden. Denn zum einen ist in
diesem Bereich der Term J2 zur mittigen Passierung der Tore bereits relativ nahe dem
minimialen Wert fu¨r σ → ∞, tatsa¨chlich nimmt J2 fu¨r σ > 200 nur noch unwesentlich
ab. Zum anderen ist der Term J1 im Vergleich zu den maximal auftretenden Werten
von J1 > 10 noch in einem akzeptablen Abstand zum absolut mo¨glichen Minimum des
kru¨mmungsa¨rmsten Verlaufs, der sich fu¨r σ → 0 ergeben wu¨rde. Der vorgeschlagene
Kompromiss fu¨r den Gewichtungsfaktor von σ = 200 ist folglich plausibel.
4.2.9 Abschließende Bemerkungen zur Methode der
Passierungstore
Durch die Reduktion der Propagation auf die laterale Bewegung ist es mo¨glich gewor-
den, diese um die beno¨tigte Geschwindigkeitsinformation zu erweitern und dadurch
die fahrphysikalische Realisierbarkeit fast exakt abbilden zu ko¨nnen: Alle propagier-
ten Positionen ko¨nnen auch tatsa¨chlich angefahren werden. Gleichzeitig konnte der
Rechenaufwand maßgeblich reduziert werden. Anhand der kinematischen Konﬁgu-
rationen la¨sst sich das Problem der U¨berabscha¨tzung in der Bewegungspropagation
abgesehen von real vorliegenden Ruckbegrenzungen fast vollsta¨ndig eliminieren. Le-
diglich durch den nicht beru¨cksichtigten Eingriﬀ in die La¨ngsbewegung ist der Lo¨-
sungsraum nicht vollsta¨ndig abgedeckt, der reine Bremseingriﬀ bzw. das kombinierte
Brems-Lenkmano¨ver muss ggf. getrennt betrachtet werden. Dennoch ist es nun mit-
tels der belastbaren und zuverla¨ssigen lateralen Propagation mo¨glich geworden, die
Gesamtheit der kollisionsvermeidenden Trajektorien zu betrachten, ohne eine einzige
von ihnen explizit berechnen zu mu¨ssen. Dadurch ist ein sehr schnelles und eﬃzienten
Verfahren zur Situationsanalyse gefunden worden. Verbleibt am Ende des Propaga-
tionshorizonts noch mindestens ein Passierungstor, so existiert auch eine fahrbare
Trajektorie durch den von den Passierungstoren aufgespannten Pfad bis zu diesem
letzten Tor. Damit unterscheidet sich dieses Verfahren deutlich von dem ersten vor-
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gestellten, bei dem die Fahrbarkeit und das Erreichen des letzten Aufenthaltsgebiets
erst noch durch die Berechnung einer Trajektorie u¨berpru¨ft werden muss.
Ein weiterer Vorteil ist die exakte Beru¨cksichtigung der rechteckfo¨rmigen Fahrzeug-
geometrien statt der Kreisdarstellungen und der damit einhergehenden Fehler. Bei
schra¨g zum Egofahrzeug fahrenden Hindernissen fu¨hrt die rechteckfo¨rmige Konstruk-
tion der Sperrﬂa¨che allerdings zu einem gro¨ßeren als tatsa¨chlich beno¨tigtem Gebiet.
Diese Abweichung ist bei einem Winkel von 45◦ zwischen den Fahrtrichtungen am un-
gu¨nstigsten und mu¨ndet in der maximalen Aufweitung der Sperrﬂa¨che. Unabha¨ngig
von diesem Winkel sollte daru¨ber hinaus beim Ein- und Ausfahren in ein Passie-
rungstor auch der Gierwinkel ψ in der Trajektorie beru¨cksichtigt werden, da sich der
laterale Platzbedarf durch die Drehung der Egofahrzeuggeometrie geringfu¨gig erho¨ht.
Dies la¨sst sich problemlos in der Berechnung der Trajektorie beru¨cksichtigen, indem
ein Sicherheitsabstand
ΔySafe = l sin |ψ|+ b
2
cosψ − b
2
(4.98)
zu den Ra¨ndern der Tore einzuhalten ist, der exakt diesem zusa¨tzlichen lateralen
Abstand entspricht. Der Gierwinkel im Passierungstor Pi ergibt sich zu:
|ψ| = arctan |vi y|
vi x
. (4.99)
Die La¨ngsgeschwindigkeit vi x ist fu¨r gewo¨hnlich gro¨ßer null. Dru¨ckt man die trigo-
nometrischen Funktionen in der Gleichung (4.98) durch die Tangens-Funktion aus,
so erha¨lt man die neuen Nebenbedingungen des Optimierungskriteriums, die sich oh-
ne zusa¨tzlichen Aufwand in der Beschreibung nach Gleichung (4.97) beru¨cksichtigen
lassen:
y˜i inf = yi inf −
l |vi y|+ b2 vi x√
v2i x + v
2
i y
+
b
2︸ ︷︷ ︸
−ΔySafe
(4.100)
y˜i sup = yi sup +
l |vi y|+ b2 vi x√
v2i x + v
2
i y
− b
2︸ ︷︷ ︸
ΔySafe
. (4.101)
Die Sperrﬂa¨chen ko¨nnen daru¨ber hinaus problemlos um einen zusa¨tzlichen Sicher-
heitsabstand in longitudinaler Richtung erweitert werden. Dieser sollte jedoch nicht
fu¨r alle Sperrﬂa¨chen gleichermaßen gewa¨hlt werden, sondern anhand eines zeitlichen
Abstands ΔtSafe vor und nach der virtuellen Durchdringung bestimmt werden, um
schnellere und langsamere, entgegen kommende und voraus fahrende Fahrzeuge an-
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hand ihrer Relativgeschwindigkeit gleichwertig zu beru¨cksichtigen. Dazu werden der
erste und der letzte Kontaktpunkt um die zu wa¨hlende zusa¨tzliche Sicherheit ΔtSafe
nach vorne bzw. nach hinten verschoben und anhand der La¨ngspositionen, die das
Egofahrzeug nicht mehr einnehmen darf, die gro¨ßere Sperrﬂa¨che berechnet. Beispiel-
haft kann dies am Bild 4.21 verdeutlicht werden, indem die neue Sperrﬂa¨che sich aus
den Positionen ergibt, die die vordere Stoßstange des Egofahrzeugs zu den modiﬁzier-
ten Zeitpunkten t1−ΔtSafe und t′1+ΔtSafe einnimmt. Allgemein kann die Berechnung
der Sperrﬂa¨che fu¨r ein Hindernis Vi nach Gleichungen 4.26 bis 4.29 ohne großen Auf-
wand angepasst werden. Dies fu¨hrt auf die neuen Bestimmungsgleichungen der Eck-
punkte der Sperrﬂa¨che S˜i mit den beiden Sicherheitsabsta¨nden ΔtSafe und ΔySafe:
s˜i x inf = Min
{
xV i(ti −ΔtSafe) ,
xV i(ti −ΔtSafe)− sign(vV i) lV i
}
(4.102)
s˜i y inf = Min
{
yV i(ti −ΔtSafe)−
(
bV i
2
+
bE
2
)
,
yV i(t
′
i +ΔtSafe)−
(
bV i
2
+
bE
2
) }
− ΔySafe (4.103)
s˜i x sup = Max
{
xV i(t
′
i +ΔtSafe) + lE ,
xV i(t
′
i +ΔtSafe)− sign(vV i) (lV i + lE)
}
(4.104)
s˜i y sup = Max
{
yV i(ti −ΔtSafe) +
(
bV i
2
+
bE
2
)
,
yV i(t
′
i +ΔtSafe) +
(
bV i
2
+
bE
2
) }
+ ΔySafe . (4.105)
Abschließend seien noch einmal die Verla¨ufe der Beschleunigungen aus den drei vor-
gestellten Beispielen betrachtet. Durch den Optimierungsansatz ergeben sich sprung-
hafte U¨berga¨nge zwischen den Wechseln der Querbeschleunigungen zu den Propagati-
onszeitpunkten, vgl. zum Beispiel Bild 4.33. Diese sind letztlich auf die nicht beru¨ck-
sichtigte Ruckbegrenzung zuru¨ckzufu¨hren, da fu¨r die Beschleunigungsa¨nderung im
Optimierungskriterium keine Begrenzung angenommen worden ist. Ein entsprechen-
de Erweiterung wa¨re prinzipiell mo¨glich, der Einﬂuss auf den Verlauf der Trajektorie
aber minimal.
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Das im vorherigen Kapitel vorgestellte Verfahren der Passierungstore ist unter Matlab
implementiert worden. Mithilfe einer einfachen Benutzeroberﬂa¨che, deren wesentliche
Bestandteile das Bild 5.1 zeigt, ko¨nnen verschiedene Szenarien sehr einfach para-
metriert und analysiert werden. Neben dem Egofahrzeug ko¨nnen Fahrbahnbreite und
-verlauf, sowie bis zu zehn verschiedene Hindernisse mittels der im Bild 5.2 dargestell-
ten Eingabemasken eingestellt werden. Diese sind weitestgehenst selbsterkla¨rend und
bedu¨rfen keiner zusa¨tzlichen Ausfu¨hrung. Erwa¨hnenswert ist lediglich die Mo¨glich-
keit, einen zusa¨tzlichen Sicherheitsabstand fu¨r die Hindernisse festlegen zu ko¨nnen.
Dieser kann sowohl lateral als Abstand deﬁniert, als auch longitudinal in Form eines
zusa¨tzlichen Zeitfensters vor und nach dem Passieren des Hindernisses festgelegt wer-
den. Daneben stehen fu¨r die Hindernisse verschiedene Fahrzeugtypen vom Kleinwagen
u¨ber Transporter bis hin zum LKW zur Auswahl, deren geometrische Abmessungen
jeweils gegeben sind. Fu¨r die La¨ngsbewegung lassen sich in der Fahrhypothese auch
Beschleunigungsintervalle festlegen, die entsprechend zu der bereits beschriebenen
longitudinalen Aufdehnung der Sperrﬂa¨chen fu¨hren.
Bild 5.1: Graﬁsche Oberﬂa¨che der Simulationsumgebung zur Methode der
Passierungstore
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Bild 5.2: Parametrierung des Egofahrzeugs und der Hindernisfahrzeuge
Bild 5.3: Kollisionsfreier Bahnverlauf mit Beschleunigungsproﬁl (links), Geschwin-
digkeitspropagation zur Berechnung der Passierungstore (rechts)
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Die Berechnung der Sperrﬂa¨chen und der Passierungstore zur Situationsanalyse er-
folgt durch einen Klick auf den Start-Button. Die mo¨glichen kollisionsfreien Trajek-
torien werden, soweit sie existieren, daraufhin eingezeichnet. Zum besseren Versta¨nd-
nis kann die Geschwindigkeitspropagation mit den zugrunde liegenden kinematischen
Konﬁgurationen animiert werden, die im Bild 5.3 zu einem nicht na¨her bestimmten
Zeitpunkt eines Beispielszenarios dargestellt ist. Wa¨hrend der Animation wird das
Wachstum dieser Konﬁguration entsprechend den gegebenen kinematischen Randbe-
dingungen angezeigt. Beim Erreichen der na¨chsten Sperrﬂa¨che wechselt die innere
Konﬁguration auf die aktuelle, um stets zwischen der aktuellen und der zuletzt be-
schnittenen Konﬁguration, aus der die aktuelle propagiert worden ist, vergleichen zu
ko¨nnen. Des Weiteren wird der berechnete Verlauf und das Beschleunigungsproﬁl der
einzelnen Trajektorien, die durch die verschiedenen Pfade entlang der Passierungstore
fu¨hren, gezeichnet. Ein Schnappschuss der Animation des Szenarios ist im Bild 5.4 zu
sehen. Sie stellt eine einfache zweidimensionale Draufsicht dar. Bei mehreren mo¨gli-
chen Trajektorien werden in dieser Animation alle Pfade gleichzeitig animiert, wie es
beispielsweise im Bild 4.38 des dritten ausgewa¨hlten Szenarios im vorherigen Kapitel
der Fall gewesen ist. Daru¨ber hinaus ist mittels dreidimensionaler Fahrzeugmodelle
eine graﬁsch aufwa¨ndige Visualisierung in Form des Programms SurfAnimator, das
Teil des kommerziellen Programms CarSim zur Fahrdynamiksimulation ist, ange-
bunden worden. Dabei konnte auf eine bestehende, rudimenta¨re Schnittstelle zur Ani-
mation von Bewegungsdaten, die in der Entwicklungsabteilung CR/AEV der Robert
Bosch GmbH geschaﬀen worden ist, aufgesetzt werden. Diese Schnittstelle ist um ver-
schiedene Fahrzeugmodelle, die Generierung von beliebigen Fahrbahnverla¨ufen, sowie
die gleichzeitige Animation mehrerer Fahrzeuge erweitert und in die Simulationsumge-
bung integriert worden. Die Animation des Beispielszenarios ist im Bild 5.5 zu sehen.
Mittels Maussteuerung la¨sst sich um das gesamte Szenario herum schwenken und die
Animation aus unterschiedlichsten Blickwinkeln betrachten. Sie kann verlangsamt,
gestoppt, vorwa¨rts oder ru¨ckwa¨rts abgespielt werden. Um dabei die U¨bersichtlichkeit
zu wahren, wird stets nur eine, vorab auszuwa¨hlende Trajektorie des Egofahrzeugs
animiert. Des Weiteren gibt es die optionale Mo¨glichkeit, die in diesem Fall aktiviert
ist, den Verlauf der gefahrenen Bahn durch sogenannte
”
Ghost“-Fahrzeuge besser zu
kennzeichnen. Diese laufen dem aktuellen Animationszeitpunkt um einen bestimmten,
aber konstanten zeitlichen Abstand hinterher und visualisieren somit die Historie des
Szenarios. Durch die vorgestellte Simulationsumgebung ist es auf sehr einfache Art
und Weise mo¨glich geworden, unterschiedlichste Mehrobjektszenarien zu generieren
und mittels der Methode der Passierungstore auf eine Kollisionsvermeidbarkeit fu¨r das
Egofahrzeug hin zu untersuchen. Anhand der zweidimensionalen Animation la¨sst sich
die Entstehung der Sperrﬂa¨chen und die Belegung durch das jeweilige Hindernis beim
Passieren des Egofahrzeugs verstehen und nachvollziehen. Die Geschwindigkeitspro-
pagation veranschaulicht daru¨ber hinaus sehr gut, wie sich die lateral erreichbaren
Positionen wa¨hrend der Propagation herausbilden und sich daraus die Passierungsto-
re ableiten lassen.
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Bild 5.4: 2D-Animation des Szenarios in der Simulationsumgebung
Bild 5.5: 3D-Animation des Szenarios in der Simulationsumgebung durch Anbindung
des SurfAnimators
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In dieser Arbeit sind Fahrstrategien fu¨r komplexe Verkehrszenarien abgeleitet worden,
die u¨ber einen reinen Bremseingriﬀ hinaus gehen. Dabei ist zuna¨chst der Frage nach-
gegangen worden, wie das letztmo¨gliche Kollisionsvermeidungsmano¨ver vor einem
Hindernis auszusehen hat. Es hat sich gezeigt, dass es einen bestimmten Punkt vor
dem Hindernis in Abha¨ngigkeit der Relativgeschwindigkeit und der La¨ngsbeschleu-
nigungen gibt, bei dem das letzte Mano¨ver vom Bremseingriﬀ auf einen Lenkeingriﬀ
wechseln muss. Durch die Einfu¨hrung der Theorie der Aufenthaltskreise, die letztlich
den Kammschen Kreis zweimal integriert und in den Ortsraum projiziert, ist die Be-
trachtung auf die Gesamtheit der Trajektorien erweitert worden, ohne dass einzelne
Trajektorien explizit untersucht werden mussten. Dabei hat sich zeigen lassen, dass
das letztmo¨gliche Ausweichmano¨ver kein reiner Lenkeingriﬀ sein darf, sondern ein
kombinierter Lenk- und Bremseingriﬀ sein muss, wobei der Bremsanteil mit der Ho¨-
he der Relativgeschwindigkeit zwischen Ego- und Hindernisfahrzeug abnimmt. Zwar
scheint der praktische Nutzen des Bremseingriﬀs minimal zu sein, da er nur zu we-
nig Geschwindigkeitsabbau bis zum Passieren des Hindernisses fu¨hrt, doch auch diese
geringe Reduktion der kinematischen Energie kann im Zweifelsfall hilfreich sein.
Im Anschluss ist das reine Kollisionsvermeidungsmano¨ver auf ein Ausweichmano¨ver
im Sinne eines Spurwechsels erweitert worden. Denn das reine Weglenken vor dem
Hindernis verhindert zwar die Kollision mit diesem, gewa¨hrleistet jedoch nicht, dass
die Fahrbahn nicht verlassen wird. Fu¨r diese Ausweichmano¨ver sind zuna¨chst einige
bekannte und ga¨ngige Spurwechseltrajektorien miteinander verglichen worden. Aus
den Ergebnissen ist auf Basis des Polynoms dritter Ordnung u¨ber einen kru¨mmungs-
optimalen Ansatz eine weitere Trajektorie abgeleitet worden, die aber erheblichen
Rechenaufwand fu¨r die Anpassung an die gegebenen Randbedingungen und die Be-
stimmung des Bahnverlaufs bedarf. Im Anschluss ist noch eine weitere Trajektorie
mittels eines Optimierungsansatzes hergeleitet und auf eine Arkustangens-Funktion
fu¨r den Beschleunigungsverlauf zuru¨ckgefu¨hrt worden.
Nachdem das einzelne Hindernis erscho¨pfend betrachtet worden ist, ist das Szenario
auf mehrere Objekte in komplexen Verkehrssituationen, fu¨r die kollisionsfreie Fahr-
strategien abgeleitet werden sollten, erweitert worden. Im ersten Ansatz ist dazu
auf Basis der Theorie der Aufenthaltskreise die gegenseitige Begrenzung zwischen
Hindernissen und Egofahrzeug betrachtet und eine Sequenz von Gebieten fu¨r das
Egofahrzeug abgeleitet worden. Durch die Begrenzung und der daraus resultieren-
den Beschneidung der Gebiete untereinander entarten die urspru¨nglich kreisfo¨rmigen
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Gebiete zu unterschiedlich komplexen Polygonen, innerhalb derer sich das Fahrzeug
aufhalten darf. Je nachdem welches Fahrverhalten fu¨r die Hindernisse angenommen
wird, das von maximal kooperativ bis hin zu maximal aggressiv reichen kann, ergeben
sich unter Beachtung der Fahrzeuggeometrien die Ausschluss- und Gefa¨hrdungsgebie-
te, in die das Fahrzeug zur Vermeidung einer Kollision nicht eindringen darf. Durch
die Tatsache, dass sich auch die Hindernisse gegenseitig begrenzen, ko¨nnen die Gebie-
te etwas scha¨rfer formuliert und voneinander abgegrenzt werden. Im na¨chsten Schritt
ist eine Mo¨glichkeit aufgezeigt worden, wie sich aus den Aufenthaltsgebieten eine ex-
plizite Trajektorie ableiten la¨sst. Denn durch die Betrachtung der Gesamtheit der
Trajektorien ist die Steuerungsinformation fu¨r jede einzelne Trajektorie verloren ge-
gangen und muss nun im Nachhinein ermittelt werden. Dabei hat sich jedoch gezeigt,
dass durch die verfahrensbedingte U¨berabscha¨tzung die Gebiete zu stark anwachsen
und es nicht zwangsla¨uﬁg eine fahrbare Trajektorie geben muss, obwohl eine Sequenz
von Aufenthaltsgebieten existiert. Gerade bei einem gro¨ßerem Propagationshorizont
wachsen die Gebiete zum Ende hin zu stark an. Denn fahrphysikalisch realisierbar
kann sich das Fahrzeug nur in einem kleinen Bereich des Gebiets aufhalten, der sich
aber nicht scha¨rfer eingrenzen la¨sst. Der tatsa¨chliche Nutzen der Aufenthaltsgebie-
te, um auf Grundlage der Gebietspropagation eine kollisionsfreie Trajektorie durch
diese hindurch ableiten zu ko¨nnen, ist abschließend betrachtet leider ernu¨chternd ge-
ring. Zwar sind sie a¨ußerst belastbar im Hinblick auf die zuverla¨ssige Erkennung einer
unvermeidbaren Kollision, der Umkehrschluss ist jedoch nicht gegeben: Ein Nichtver-
schwinden des Aufenthaltsgebiets la¨sst nicht die Aussage zu, dass auch ein kollisions-
freier Weg zwischen den Hindernissen hindurch existiert.
Aus diesem Grund ist im Anschluss ein alternatives Verfahren entwickelt worden,
dass gezielt die Schwa¨chen des ersten Propagationsansatzes vermeidet. Deren Ursa-
che lag im Wesentlichen in der fehlenden Geschwindigkeitsinformation wa¨hrend der
Propagation, da es in dem Verfahren inha¨rent mo¨glich ist, die Richtung instantan
umzukehren und somit von einem Propagationsschritt zum na¨chsten mit maximaler
Geschwindigkeit plo¨tzlich in die entgegengesetzte Richtung zu fahren. Die Eliminie-
rung dieser Schwa¨che ist das vorangige Ziel im zweiten Ansatz gewesen. Dazu wird
die Propagation in La¨ngs- und Querbewegung zerlegt und diese werden getrennt von-
einander betrachtet. Mittels der kinematischen Konﬁguration ist es mo¨glich, zu jeder
propagierten Position auch die mo¨glichen Geschwindigkeitsintervalle, die maximal
und minimal in dieser Position erreicht werden ko¨nnen, analytisch zu berechnen und
wa¨hrend der Propagation buchzufu¨hren. Anhand der nun vorhandenen Geschwindig-
keitsinformation kann die laterale Bewegung deutlich scha¨rfer beschrieben und die
instantane Richtungsumkehr vermieden werden. Lediglich die nichtbegrenzte, maxi-
male A¨nderung der Querbeschleunigung erzeugt noch eine gewisse U¨berabscha¨tzung.
Aus der longitudinalen Propagation ko¨nnen die Sperrﬂa¨chen abgeleitet werden, die
die Bereiche kennzeichnen, in denen die Geometrie des Egofahrzeugs die der Hinder-
nisse virtuell durchdringen wu¨rde und die folglich vom Egofahrzeug nicht befahren
werden du¨rfen. Aufgrund der bekannten Orientierung ko¨nnen die Geometrien sehr
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einfach beru¨cksichtigt werden. Eine U¨ber- bzw. Unterabscha¨tzung durch die Verwen-
dung der Außen- bzw. Innenkreisradien wie im ersten Verfahren tritt nicht mehr auf.
Im letzten Schritt wird nun die laterale Propagation genau auf Ho¨he der Sperrﬂa¨chen
durchgefu¨hrt, woraus sich sogenannte Passierungstore, die namensgebend fu¨r das Ver-
fahren geworden sind, ermitteln lassen. Diese Passierungstore sind vom Egofahrzeug
fahrphysikalisch erreichbar und sicher kollisionsfrei, d. h. es besteht nun wiederum die
Mo¨glichkeit, ohne eine einzige Trajektorie explizit berechnen zu mu¨ssen, eine Situa-
tionsanalyse im Hinblick auf die Kollisionsvermeidbarkeit durchzufu¨hren. Gegenu¨ber
dem ersten Ansatz ergeben sich damit wesentliche Vorteile:
• Die laterale Propagation muss nicht mehr in kleinen, a¨quidistanten Zeitschritten
erfolgen, sondern reduziert sich ausschließlich auf die wenigen Zeitpunkte, wenn
das Egofahrzeug auf eine Sperrﬂa¨che triﬀt und sich wieder von dieser lo¨st.
• Das Ergebnis der Situationsanalyse ist belastbar, d. h. wenn am Ende ein Pfad
von Passierungstoren zwischen den Hindernissen hindurch ermittelt werden konn-
te, so existiert auch sicher eine kollisionsfreie Trajektorie durch diesen Pfad. Eine
U¨berpru¨fung der Fahrbarkeit im Anschluss ist nicht mehr no¨tig.
• Durch die sehr wenigen Propagationsschritte ist das Verfahren deutlich schneller,
bei gleichzeitig fahrphysikalisch realisierbarem Propagationsergebnis.
Aus der abschließenden Berechnung der Trajektorie ko¨nnen nun die no¨tigen Lenkbe-
wegungen abgeleitet werden, um kollisionsfrei zwischen den verschiedenen Hindernis-
sen hindurch zu fahren. Die gesamten Algorithmen zur Propagation und Berechnung
der Trajektorien sind in eine Simulationsumgebung integriert worden, um verschie-
denste Mehrobjektszenarien schnell und unkompliziert untersuchen und visualisieren
zu ko¨nnen.
Abschließend betrachtet konnte die Frage nach dem Nutzen einer Ausweichassistenz
in Mehrobjektszenarien nicht befriedigend beantwortet werden. Zwar besteht nun
die Mo¨glichkeit, kollisionsfreie Trajektorien in komplexen Verkehrsszenarien zu be-
rechnen, das tatsa¨chliche Verhalten der anderen Verkehrsteilnehmer kann jedoch nur
bedingt vorausgesagt werden. Die Berechnung der Trajektorie erfolgt auf Basis von
a-priori angenommenen Fahrhypothesen und steht und fa¨llt folglich mit der Belastbar-
keit dieser Hypothesen. Aus diesem Grund sollte die vorliegende Arbeit im Wesentli-
chen als ein Beitrag zur Situationsanalyse fu¨r Mehrobjektszenarien gesehen werden.
Ein weitere wesentliche Schwierigkeit, die in dieser Arbeit vollsta¨ndig ausgeblendet
worden ist, ist die der sensorischen Wahrnehmung. Zwar verfu¨gen heutige moderne
Fahrzeuge u¨ber unterschiedlichste Sensorsysteme, wie Abstandsradar fu¨r verschiedene
Entfernungsbereiche, Videosensorik oder Ultraschallsensoren, und ko¨nnen somit das
Umfeld recht gut erkennen, da aber das Ausweichen erst bei hohen Relativgeschwin-
digkeiten das letzte kollisionsvermeidende Mano¨ver darstellt, erfordert dies eine sehr
große sensorische Reichweite, um es entsprechend u¨ber das Prima¨rhindernis hinaus
abzusichern. Dabei kommt erschwerend hinzu, dass aus der Fahrzeugsicht Hindernisse
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verdeckt oder abgeschattet sein ko¨nnen, insbesondere ist bei einem Propagationshori-
zont von einigen Sekunden und entgegen kommendem Verkehr eine Sensorreichweite
von mehreren hundert Metern no¨tig.
Andererseits u¨berwachen moderne Sicherheitssysteme wie zum Beispiel die automa-
tische Notbremsung den Verkehr vor dem Fahrzeug und analysieren permanent den
letztmo¨glichen Bremseingriﬀ zu dem direkt voraus liegenden Fahrzeug. Sollte der
Punkt des letztmo¨glichen Bremsens eintreten, so greifen diese Systeme ein, obwohl
eventuell noch ein Ausweichen zu einem spa¨teren Zeitpunkt mo¨glich wa¨re. Das be-
deutet aber, dass Situationen, in der ein Fahrzeug mit hoher Relativgeschwindigkeit
auf ein Hindernis auﬀa¨hrt und der Punkt des letzten kollisionsvermeidenden Brem-
seingriﬀs ohne eine Aktivierung des Systems u¨berschritten worden ist, prinzipiell nur
Situationen sein ko¨nnen, in denen Hindernisse plo¨tzlich im Blickfeld der Sensorik
erscheinen, die vorher nicht wahrgenommen worden sind, beispielsweise durch ein
quer fahrendes Fahrzeug oder durch ein plo¨tzlich von der Seite herein laufendes Tier.
Die Gefahr in diesen Situationen kann aber gegebenenfalls bereits durch einen kurzen
Bremseingriﬀ gebannt werden, sodass das Objekt den Gefahrenbereich bereits bei An-
na¨herung wieder verlassen hat und das Egofahrzeug nicht bis in Stillstand abbremsen
muss. Dies stellt aber letztlich eine sensorische Herausforderung dar.
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Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Ableitung von Fahrstrategien 
für komplexe Verkehrsszenarien mit beliebig vielen Objekten.
Zunächst wird das letztmögliche Kollisionsvermeidungsmanöver im Einzel-
objektszenario untersucht. Dazu wird mit erreichbaren Aufenthaltskreisen 
eine neue Darstellungsform vorgestellt, die die Gesamtheit aller möglichen 
Trajektorien zusammenfasst, ohne explizit einzelne Manöver betrachten zu 
müssen. Daraus wird das letztmögliche Manöver hergeleitet. Im Anschluss 
wird dieses zu einem vollständigen Ausweichmanöver im Sinne eines Spur-
wechsels erweitert und eine alternative Trajektorie gegenüber den gebräuch- 
lichen vorgeschlagen.
Nachfolgend wird das Einzelobjektszenario auf beliebig viele Objekte 
erweitert. Dazu werden zwei neuartige Verfahren vorgestellt, die insbeson-
dere im Hinblick auf Verkehrsszenarien geeignet sind, kollisionskritische 
Situationen zu erkennen und geeignete Fahrstrategien abzuleiten. Während 
das erste Verfahren auf den eingangs eingeführten Aufenthaltskreisen auf-
baut, wird im zweiten die kinematische Konfiguration eingeführt, womit 
die Propagation der möglichen Bewegung deutlich schärfer eingegrenzt 
werden kann.
